Chapitre 7

Les spineurs et matrices de Dirac

7.1 Introduction

Les spineurs de Dirac sont en fait des bi-spineurs de la représentation D(1,0)® D(0, 1) de SL(2, C).
Leur role essentiel dans la théorie des Particules Elémentaires fut découvert en 1928 par P.A.M.
Dirac?, ce qui explique leur appellation 2.

Nous considérerons tout d'abord le cas ol la particule considérée, de spin 1/2, a une masse non nulle.
A partir des expressions établies dans la section 6.5, on déduit, en “représentation-p”, I'expression
d'un spineur de Dirac associé a un état | ® > (équation 6.91) :

®(p) = ( zg; > (7.1)

au moyen des amplitudes spinorielles

$o(p) = <po|®> et @(p)=<p,o|®> (7.2)
L'indice de spin o prenant ici les valeurs +1/2 et —1/2, les spineurs de Dirac possédent donc 4
composantes. Nous qualifierons de “représentation initiale” cette représentation des spineurs de Dirac.

D'autres représentations équivalentes sont bien siir possibles en appliquant une matrice inversible 4 x 4
quelconque au spineur (7.1) (voir plus loin). Ce dernier vérifie I'équation de Dirac en représentation-p :

[(p) ®(p) = m ®(p) (7.3)

oll I'(p) est la matrice 4 x 4 donnée par3
I'(p) = (7.4)

02 étant la matrice nulle 2 x 2. On notera que cette matrice est /inéaire vis-a-vis des composantes de
p. Sous une transformation (a, A) de 771, le spineur (7.1) devient

1. P.A.M. Dirac, Proceedings of the Royal Society of London A, 117, 610 (1928) ; 118, 351 (1928). La renommée
de la théorie de Dirac tient notamment au fait qu’elle put prédire 'existence d’un moment magnétique intrinseque
de l’électron et d’en donner la valeur correcte; Voir par exemple A. Messiah, “Mécanique Quantique”, Tome 2,
p-804, Dunod, Paris (1964).

2. Et le fait que dans la suite les bi-spineurs seront tout simplement appelés spineurs.

3. Rappelons que D*(A) = A pour s = 1/2.

301



Chapitre 7. Les spineurs et matrices de Dirac

A 0q
@Ap(p) = @'(p) = P S(A)D(A1p), avec S(A) = (7.5)
0o Af-1
Naturellement, le spineur transformé doit lui aussi vérifier une équation de Dirac de la forme

I'(p) ®'(p) = m ®'(p) (7.6)

Utilisant (7.5), ceci implique que

En comparant a (7.3), on en déduit la relation

S(A)7T(p) S(A) = T'(A™'p), soit
I'(p) = S(A)T(A™'p) S(A)~ (7.7)
Or, le calcul direct montre qu'en fait IV(p) = T'(p). On met ainsi en évidence une propriété de cova-

riance des matrices I'(p), exprimée par (7.7), qui fait que |'équation de Dirac (7.3) garde exactement
la méme forme dans tout référentiel galiléen*> ®. Posons

02 u
[(u) = ~ (7.8)
a0,

ol u est un 4-vecteur quelconque et exprimons I'(u) sous la forme d'un produit scalaire

D(u) =u, T" = u" T, =uo " quk I'*  avec
k
02 7o Oz —7%
, Th=_I, = (7.9)
7o 0o T 02

="y =

ol 7o est la matrice unité 2 x 2 et 75, (k = 1,2, 3) sont les matrices de Pauli®. En posant ¢ = A~1p
(ou en remplagant A par A=1), I'équation (7.7) donne

S(A)T(q) S(A)~" =T(Aqg) (7.10)

d'obi I'on déduit ([Ag]” = A”, ¢, [Aq], = [A7]" g, - eq 3.55 - avec A = A(A))

174

S(A)T,S(A) =AY, T, et S(A)T*SA)~=[A1]" TV (7.11)

-V

On peut dire aussi que sous la transformation définie par ['# = S(A) =1 T'* S(A), les matrices T'* se
transforment comme les composantes contravariantes d'un 4-vecteur.

4. A noter que la relation (7.7) est en fait valable pour tout spin s > 0.

5. Des transformations plus générales pour ’équation de Dirac peuvent étre envisagées dans un espace-temps
courbe. Voir par exemple : M. Arminjon, “Dirac equation from the Hamiltonian and the case with a gravitational
field”, Found. Phys. Lett. 19, 225-247 (2006), arXiv :gr-qc/0512046 ; arXiv :gr-qc/0702048.

6. Voir chapitre 5, Eq. 5.158.
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Il est facile de montrer que les matrices (7.9) vérifient les relations”

T2 =12=1, "2 =1%=-1
OT% = —T*1% IFIf=-T'T% (k#0) (7.12)

que I'on résume par la relation fondamentale de définition des matrices de Dirac :

TATY +TVTH =2 ou T,T,+T,T,=2g. (7.13)

Les matrices (7.9) constituent ce que nous appelerons la représentation initiale des matrices de Dirac,
qui differe de celle de Weyl par le signe des I'*. S'il existe bien une infinité de quadruplets de matrices
4 x 4 vérifiant la relation générale (7.13), on montre cependant que deux quadruplets possibles {7}
et {7/} sont nécessairement reliés au moyen d'une matrice 4 x 4 inversible U via la relation® :

Y =U~r*Ut (7.14)

De ce point de vue, toutes les représentations des matrices de Dirac sont équivalentes et toute
propriété de ces matrices démontrée dans une représentation particuliére est applicable a toute autre
représentation. La représentation de Dirac, qui est aussi |la représentation standard couramment utilisée
des matrices de Dirac, et qui est définie par

70 02 02 7%
Y == =T5, Y*=-m= =-T*
02 —70 7% 02
02 70
V5 = =1 (7.15)
70 02

s'obtient a partir de la représentation initiale (7.9) par la matrice inversible

1 To 7o 1

1 _
U= 7 - =5 (Lo +1Ts) = NG (Yo+7s) =U"" (7.16)

Notons ici qu'en vertu de I'équation (6.263), pour toute base d'espace-temps ¢, x,y, z, on a
Iy =—il'(t) T(z) D(y) I'(2) (7.17)

et que par conséquent

Y5 =UTs U™ = —ir(t)y(z) v(y) v(2) (7.18)

ol, pour un 4-vecteur v quelconque? ,

7. Voir Section 6.12.

8. C’est le théoréme fondamental de W. Pauli, voir Annales de I’I. H.P. tome 6, n° 2 (1936), p. 109 ; voir aussi
le Complément.

9. En Physique des Particules on utilise couramment la notation “slash” de Feynman ¢ = v* v,. Cependant,
nous garderons ici la notation ~(v), pour la clarté du texte.

Christian Carimalo 303 Théorie Lagrangienne



Chapitre 7. Les spineurs et matrices de Dirac

v(v) = vy = v y* (7.19)

On a notamment, pour la base d'espace-temps standard,
Ds =iTO°TIT?T3 et 45 =009t 42% 43 (7.20)
D’apres (6.264), les matrices I'5 et 75 anti-commutent, respectivement, avec les matrices T'* et * :
Ly =-T"T5, 9" =" (7.21)
D’apres (7.13), les matrices I'* avec des indices différents anti-commutent entre elles, ce qui fait que le
produit T# T I'? T'? avec les quatre indices u, v, p, o tous différents est complétement antisymétrique

suivant ces indices. En introduisant le tenseur complétement antisymétrique de Levi-Civita €, 0, tel
que €g123 = 1, on peut donc écrire

1
TOTIT2T3 = o TOTI 213 = 11 e THTYTPT°

Ceci permet de représenter les matrices I'5 et 75 sous la forme de produits contractés de tenseurs

7 2
s = 77 €uvor THIVIPLY et 95 = 7 €upo 7177 ” (7.22)

grandeurs qui, manifestement, doivent se comporter comme des scalaires sous les transformations de
SL(2,C). De fait, en utilisant (7.11), on a
S(A)~1T5 S(A) = % €uvpo A N A? A7, T# TV T/ 17

/L. ’ ’ ’ ’ Z ’ ’ ’ ’
= E (det A) Eu'v plo’ THTYTIPTI° = E €l plol THFTY TP T° = 1"5
puisque det A = 1. Ainsi, les matrices I'5 et «5 commutent avec les matrices représentant les trans-

formations de SL(2,C), ce qui, d'ailleurs, peut &tre facilement vérifié par un calcul matriciel direct
(voir Eq. 6.266), et constituent donc des scalaires vis-a-vis de ce groupe.

Montrons ici comment on peut exprimer simplement S(A) au moyen des matrices de Dirac. On peut
envisager A = A(A) comme la transformation du groupe de Lorentz restreint transformant une base
d’espace-temps ¢, .y, z en la base T, X,Y, Z. Les matrices A et AT=! peuvent alors étre exprimées
comme (formule 5.204) 10 :

M M’ 1
A: AT_lzi :7T\I'A t
4“67 Tag’ avec ag 5 e
M:<Zt~—)~( I-Yi-2 z), M’:(Tvi—fcg—?g—@%) (7.23)

Posons ag = |ag|e?. On a ainsi

M 02 M 02
cos 0 +isinf
0, M’ 0 —M'

S(A)

~ 4]ao]

10. On démontre aisément que AT~! a bien cette forme en notant que A+ A~1 =TrA =Tr AL
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1 M 0
—— [cos @ + isin O 5]

= 4|a0| 0y M’

Or, on montre aisément que

M 09
— I(T) I(t) — I(X) T(z) - DY) T(y) - D(2)T(2)
0y M’

D’ou

S(A) = ﬁ [cosf +isin@Ts] [D(T)T(t) — T(X)D(z) — DY) D(y) — D(Z)T(2)] || (7.24)

ou encore, compte tenu de la relation (5.49) :

S(A) [cos@ +isin@T's] THTY Ay, (7.25)

4ol

Le terme en I's de cette expression n'est absent que si ag est réel. Cette circonstance se produit
lorsque la transformation A(A) est plane, auquel cas (eqgs. 5.188 et 5.189)

7 Ny N py = 0 (7.26)

Dans la représentation standard, les spineurs de Dirac de la représentation-p prennent donc la forme

_ () + ¢(p)
¢“”‘<wm—wm) (7.27)

a un facteur de normalisation pres et S(A) est remplacé par
A4 AT A AT
LA =USAU ==
A— AL A4 AT

= ﬁ [cos 0 + isin 0] [Y(T) v (t) = Y(X)v(z) = y(Y) y(y) = (Z) 7(2)] (7.28)

1
= Tao] [cos 6 + isinf v5) ¥ v A

Comme il a été fait dans la section 6.10, on peut également introduire des spineurs de Dirac ®(z)
d'une “représentation—z". Dans la représentation initiale, ceux-ci vérifient I'équation aux dérivées
partielles

i o, ®(x) =md(x)
qui devient
i7" 0, Psi(x) = m Py () (7.29)

dans la représentation standard et qui représente I'équation de Dirac proprement dite. C'est une
équation linéaire vis-a-vis des dérivées partielles.
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7.2 L’algebre de Dirac

Une matrice complexe n X n est définie par n? nombres complexes a priori indépendants. Si la matrice
est de trace nulle, seuls n? — 1 parmi ceux-ci restent a priori indépendants. Il s’ensuit qu'on peut
toujours trouver un ensemble de n? — 1 matrices n x n linéairement indépendantes ayant une trace
nulle. Pour constituer une base de |'espace vectoriel des matrices complexes n x n, lequel est de
dimension n?2, il suffit alors d’adjoindre a cet ensemble la matrice unité, laquelle est indépendante des
matrices dudit ensemble, puisque de trace non nulle.

Concernant les matrices 4 x 4, il apparait que I'on peut construire une telle base a partir des matrices
de Dirac et de certains de leurs produits. Ses éléments seront notés par F, avec « = 1,2,---,16 et
E; = 1/2 (c'est-a-dire, 1/2 fois la matrice identité 4 x 4). Les matrices E,, seront en outre définies
de telle sorte que I'on ait

Tr {Ea Eﬁ} = (Sa/g (730)

relation qui inclut (en prenant a = 1) la propriété de trace nulle des matrices Eg pour 5 > 2.

e Considérons tout d'abord les matrices I';,. On a
2 2
r2=1, I'’=—-1, TrT, =0
et, du fait de I'anti-commutation des matrices !

Trlgly = —Tr[w Ty =Tr[w Ty =0
TI‘Fk F[ = —TI‘Fng = TI‘Fng = 0, pour k 7é l

On peut alors définir

1 i i i
Ey=_-Ty, Ey=-Ty, Ey=:Ty E;=_T 7.31
2 2 0 3 2 1, 4 2 25 5 2 3 ( )

e D’aprés (7.15) et (7.20), il est clair que la matrice I's vérifie
2=1, TrT5=0, TtI5T, = -Tr[,T5=Tr[,T5=0
On prendra alors
1
By = 5T (7.32)
e Envisageons ensuite les matrices I';, I's. On a
(ToT5)> = -1, (TxT5)>=1, TrT,T5 =0

1
TrD,T5T, T = =TT, Ty = ~TrT, Ty = — Tr 0,1, + Ty D) = ~4g,

Comme

11. On rappelle que TTM N = Tr N M.
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on déduit que
TrTsT(u)T'(v) =0, et TrT', 5T, =0 (7.33)
De ces relations il résulte qu'on peut choisir

) 1 1
E7:%I‘0I‘5, E8:§F1F57 E9=§F21—‘5, Eip=-I3T5 (7.34)

e Pour compléter la base, il reste a trouver 6 autres matrices. Celles-ci seront définies a partir des 6
matrices

Y = 7 (LT ] ([T D] =TTy =T Ty) (7.35)

IS

i i
EOkzirork; Zkzzgrkrl (k#1)
1 1
(Zok)* = e () = T TrYor =0, TrXg =0, TrI'sX,, =0
En observant que le produit d'un nombre impair de matrices I',, est de la forme
0, P 0 P\ _ 0, P
(Q 02) ot que F5<Q 02>_<—Q 02>

on déduit que

T, Iy, T, =0 TrIsT, Iy, ---T, =0, sir estimpair (7.36)

D’ou
™y, I',=0 Tr¥,I',Is=0 (7.37)
On note enfin que
Yom Ske = —%I‘OI‘kaFg x I's si m#Zkm=#L et TrI'5=0
Yok Xge =TTy et TrI'gI'y =0
Yok Dpp = iFTFg et TrI', Ty =0 pour r #/
On peut donc définir

By =iX1, Eig =1iXe2, FEi3=1%03
By =%12, Ei5=2%23, Eig=2X3 (7.38)

Les 16 matrices ainsi définies sont bien linéairement indépendantes car si ¢, avec @ = 1,2,---,16
sont des complexes tels que

16
X=) ¢aBa=0
a=1
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ona
16 16
TrXE5:anTrEaEﬁ:an6a520520 avec f=1,2,---,16
a=1 a=1

Indépendamment de la représentation, toute matrice 4 x 4 peut ainsi étre développée selon cette base
de matrices ou, de fagon équivalente, selon I'ensemble de matrices

17 F57 F,un F;L P57 Zuu (739)

De méme, par application de la transformation U, les 16 matrices

(Vs W] (7.40)

RS

]-7 V55 Vs Vu V5 Opv =

forment une base selon laquelle on peut développer toute matrice 4 x 4 M :

M=S+Pys+Viy, + Ay, v +TH 0, (7.41)

ol : S et P sont des scalaires, V# et A* des 4-vecteurs, T"” un tenseur antisymétrique. Ces grandeurs
s'obtiennent a partir de la matrice M au moyen de projections effectuées par des traces faisant office
de produits scalaires :

1 1
S:ZTrM7 PziTeryg),

1 1
V.= ZTrM’yM, A, = ~1 Tr M, s,
1
Ty = §TrMUW

(7.42)

Notamment, le produit d'un nombre quelconque de matrices v* admet un développement tel que
(7.41). Il s'ensuit que les 16 matrices (7.40) engendrent une algébre (au sens mathématique du
terme) appelée algébre de Dirac, qui n'est autre que I'algébre de Clifford'? sur I'espace vectoriel
complexe de dimension 4. Par exemple, puisque

Y1 Ypz " Ypr = ur;u Fuz ce Fur u—l’ V5 Y1 Vo " Yy = UT's Ful Fug ce Fur u-t
et donc  Tryu, Yu, oo Y, = Trlp Dy oo s Trys vy Yo -y = Trls Ty T -+ Ty
la relation (7.36) s'applique aussi bien aux matrices de la représentation standard, et I'on en déduit

que le produit d'un nombre impair de matrices 7y, se décompose uniquement sur les matrices v, et
Y V5

12. Voir, par exemple, D. Kastler, “Introduction & I’Electrodynamique Quantique”, Dunod, Paris, 1961, p. 297 ;
G. Casanova, “L’algebre de Clifford et ses applications”, Advances in Applied Clifford Algebras, 12 (S) 1-155, mai
2002, Mexico ; H. Bacri, loc. cit. §6.3.
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7.3 La “y-gymnastique”

En Physique des Particules, nombre d’amplitudes de transition '3 de processus élémentaires s’expriment
en fonction de produits de matrices de Dirac, et le calcul direct standard des sections efficaces relatives
a ces processus revient a évaluer des traces de produits de ces matrices. Ceci nécessite une bonne
connaissance de certaines regles de calcul concernant les produits de matrices de Dirac et notamment
leurs traces (la y-gymnastique). Ce qui suit a pour but d'établir les plus utiles pour ce type de calcul.

Dans la mesure du possible, nous éviterons ici d'utiliser une représentation particuliere des matrices de
Dirac et ferons uniquement usage de la relation fondamentale (7.13) ainsi que des définitions (7.20)
ou (7.22) de la matrice 5. En outre, pour simplifier, nous appelerons tout simplement “matrices 7"
I'ensemble des matrices v,, et 7s.

7.3.1 Formules de base

® De la relation (7.13) on déduit que les matrices 7, avec des indices différents anti-commutent.
Considérons alors le produit v5v*. Dans le produit v*~” v* 7 v* ou les quatre indices u,v,p et
o sont tous différents, parmi ces derniers I'un est certainement identique a «. En conséquence v©
commute avec 'une des matrices de I'expression (7.22) et anticommute avec les trois autres. On en
conclut que 5 anticommute avec toutes les matrices y*.

De (7.13), (7.20) et de I'anticommutation des matrices de Dirac d'indices différents on tire

’Y(% = ]-a ’YI% =-1
et 75 =-"7"77 0070 = 2 a2
=12y =—4lyl =1
1
Tr’y#'yy:Tr'yl,'yﬂziTr['y#’y,,Jr'y,,’yu]:llgW (7.43)

Considérons alors la trace d'un produit de matrices de Dirac. On a

’I‘I"y“l cee ’yu" = T‘r'yg '7“1 e fy/‘”‘ — T\r")/{, fy”l e ’Y“T s
= (_l)r Tr,ylll ,}/ur V595 = (_1)r Tr,yltl ,Yur (7.44)

On en conclut que la trace d'un nombre impair de matrices de Dirac est nulle. En particulier

Try* =0, Tryt~v =0, Try? o =0, Try’y50*" =0

Par anticommutations successives, on a Try% 14243 = —Try! 24340 = —Tr4%~142~3 d'ou il

ressort que

Trvs =0
Considérons ensuite le produit y5v* 7%, Si o = f3, il se réduit 3 75 et Trys v 7% = £Trvs = 0.
Supposons donc o # (3. L'expression 70 vt y2 43 4* ~# se réduit alors 3 un produit de deux matrices
de Dirac avec des indices différents car dans 7° 4! 4243 se trouvent nécessairement v et 7% et I'on

a ()2 =41let (v#)2 =41 Or, Try# 4" =0 'si u # v. On en déduit

Trys 9" =0, Tryso"” =0

13. En Mécanique Quantique, une amplitude de transition permet, par le carré de son module, de définir la
probabilité d’occurrence d’un processus.
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@ Calculons maintenant la trace de X1 = 7,7, 7, V». Par anticommutations successives et compte
tenu de (7.43), on obtient

Tr Xy = =Trv Y Y Yo +29u Tr v, %% = —Tr v ¥4 Vo Yo + 89ur Gpo

=Trv, ¥ Y Yo — 8Gup Gvo + 89w 9po = —Tr X1 + 89uo Gup — 8Gup Gvo + 8Juv Gpo

d'ol

Tr Yu Vv Vp Vo = 4 [g,uu 9po — Gup 9o + Guo gl/p] (745)

A partir de ce résultat, on déduit

1 1
Trou 0pe = _TﬁTr ['VLL'YV _’YVP)/,U‘} ['Yp')’a _'YUA/p] = _ZTI' [’7#'71/ _g;w] [’Yp')/a _gpa}

soit, tout calcul fait,

Tr Opv Opo = Gup Yvo — Guo Guvp (746)

d'ol, aussi, la derniére équation de (7.42).

@ Calculons la trace de X5 = v, 7, V) Yo Yo V8- Ici encore, on effectue des anticommutations succes-
sives pour trouver
Tr Xo = —Tr Xo 4+ 29, Tr 75 Y0 Va8 = 2 9up Tr Yo Yo Ya 18 + 2 9po Tr 70 79 Ya V8
2900 Tr v 79 Yo 18 + 2918 Tr %0 Yp Yo Vo

Utilisant (7.45), il vient

Tr X2 = 4 9, {9po 9ap — Gpa 9ob + 9o Goa } — 4 Gup {900 Gap — Gva 9o + 9up oo}

+4 9o {9vp 9o — Gva 9ps + 9uB Gpat — 4 9pa 19vp 9op — Gvo Gps + 9up Gpo } (7.47)

+4 945 {9vp Goa — Guo Gpo + Gva Gpo }
@ A titre d'exercice, le lecteur vérifiera le résultat suivant :
Tr 0y 0po Tap = —% { 9o [9va 9o = 9up Goa ] + Gvo [ Gua Go8 — Gup Gpo ]
+ 9o [Gpa Gu8 = 9p8 Gval + Gvp [9oa Gus = 9op Gua 1} (7.48)

® Une relation importante concerne la trace de X3 = 7,7, 7, 7s 5. Comme la trace d'un produit
Y5 Yo Y3 €st nulle, on a

TrXs==Trv% Y% Y Y% Y5 =Tr %Y VYo ¥5 = =TTy, % Y Yo V5, etc

Christian Carimalo 310 Théorie Lagrangienne



Chapitre 7. Les spineurs et matrices de Dirac

d'ou il ressort que la trace de X3 est complétement aintisymétrique suivant les quatre indices u, v, p, 0.
Or, une seule forme est possible pour un tenseur de rang 4 complétement antisymétrique, celle du
tenseur de Levi-Civita, et ladite trace est nécessairement proportionnelle a ce dernier :

Tr T Yo Vp Vo V5 = K€uvpo
Comme €0 €Y7 = —4!, on trouve

P ey, Y Vp Yo s = —k Al = —idl Trv2,  soit

k=41
donc
Tr YuYv Yo Yo V5 = 44 €uvpo (749)
On en déduit aussi :
Tr Ouv Opo V5 = —1 €uvpo (750)
® Par transposition :
¢ {’Y;L T+ Y 'Yu} = t%/ t'ﬁt +° T t’Yu =29 (7.51)

on constate que les transposées des matrices 7, satisfont elles aussi la relation fondamentale (7.13).
En vertu du théoreme d'équivalence mentionné plus haut, il existe une matrice inversible U; telle que

U T Ut_l = t'Y;t (7'52)

Comme

5 =0 (1) () (V) () = iUA* P A U = iUy 2 2P U = Uy U

on a aussi

Us Uit = s (7.53)

Envisageons alors la trace de Xy = #! --- 4#7. On a

Tr X, = TrtX4 — Trt’y’” t/y.u'r—l . t,yul =TrU, ,YILT - ,7/14 Utfl — TrU;l U, ,yltr - ,yﬂl

soit
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TrAyht k2 .o et ybr = Tpabr abr—1 .~y B2 Al (7.54)

Ainsi, dans la trace, on peut indifféremment lire le produit des matrices de droite a gauche ou de
gauche a droite, le résultat est le méme. De la méme maniere, on montre que

Tr’ys AR M2 L =1y — Tf’Ys M =1L R i (7.55)

@ Passons maintenant au calcul de la trace de X5 = v, 7, V) Yo 72 Yw V5. Par anticommutations
successives, il vient

Tr Xs = —Tr v, Yu Yo Yo Yo Y25 + 2900 Tr Y0 Yo Yo Yo V5 — 2 Gow T Y0 Yo Yo Y2 V5

2 gpw Tr Y0 Yo Yo YA Y5 — 2 Gvw TV Yo Yo YA V5 + 2 Gpuw T Y0 Yp Yo YA V5
=TrXs+ 200 Ty w1 veys + -

Compte tenu de (7.49), on en déduit une relation entre les composantes du tenseur de Levi-Civita

€pvpo Grw + Expvp Jow + €opr 9pw + €porpn Jrw + €vpo Juuw = 0 (756)

@ Montrer que

Tr 7#1 ’7#2 7#3 7#4 7#5 7#6 =4 {9#1M2 [9#3M4 g#s#e - glts,us g#4#6 + 9#3#6 9#4#5]
_9M1M3 [9M2N4 gM5M5 - guzlts glMMs + guzue gu4u5 ] + gH1M4 [guzlm gMSMG )
(7.57

—Gpops Guspus T Juops Gusps } — Guips [glLQ,u;; Guaps — Juops Gusps T Juone Juspa ]

+Gprpe [Guaps Gpaps — Juapa Gusps + Juaps Guspa 1}

7.3.2 Développements de produits de matrices suivant la base (7.40)

Lorsque le nombre de matrices ,, intervenant dans un produit devient important, il peut &tre judicieux,
selon le calcul qui se présente, d'effectuer préalablement un développement, suivant la base (7.40),
soit du produit entier, soit de certains de ses sous-produits. Nous donnons ci-aprés des exemples de
tels développements. Pour certains, la démonstration est laissée a titre d’exercice.

® Développement de v, 7,.

C'est le plus simple. Ecrivons

1
(Ve Y o ve ]+ 5 [y — 7 el

Y Yo = B

M| =

d'ou
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Vo Vo = Guv — 210 (7.58)

@ Développement de v, v, 7,

Dans la développement (7.41) de ce produit “impair’, ona S =0, P =0, T = 0. Il se décompose
donc uniquement sur vy et vy v5. Utilisant (7.42), (7.45) et (7.49), on obtient immédiatement

Y Yo Yo = Guv Vp = Gup Vv + Gup Yu — [ €uvpo 77 Vs (759)

® Développement de o, 75

Il est facile de montrer que cette matrice s'exprime uniquement a I'aide des o,3. On a

1 1 .
Trow v50ap = -7 Tr (Ve Y = G Va8 — Gap] 75 = =2 To%w Ya 8 %5 = —i €uvag

d'ol

)
Ouv V5 = — 5 €uvaf Uaﬁ (760)

@ Développement de 0, 0,

De (7.46), (7.48) et (7.50), on tire

1 .
Ui,u,l/ Opoc = Z {gup 9vo — Guo Gup — L €pvpo } (76]_)
+g {Guo Ovp = Gup Ove — Guo Opp + Gup Opo }
et
[0 3000 ] =5 { Guo Tvp = Gup Ove — Guo Tpup + Gup Opo } (7.62)

On reconnait ici les relations de commutation (5.56) de I'algébre de Lie du groupe SL(2,C). Il est
opportun de montrer ici que les matrices o, sont effectivement, dans I'espace des spineurs de Dirac,
les représentants des générateurs de cette algébre. Pour cela, nous utiliserons la derniére expression
de L(A) apparaissant dans (7.28). Envisageons en effet une transformation A infinitésimale. A des
termes du second ordre prés suivant les parameétres de cette transformation, on a

N > g + W, ao~1 (>1)

ol wy,,, est un tenseur antisymétrique, d'ordre 1 suivant les parametres de la transformation. Comme
Yuy* =4, il vient
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v 1 v 1 1 y .
L(A)gfﬁyﬂpy (gul/+wpl/):]-+1wpu7“7 :1+§0JW/1 [’)’H,’}/ ] soit

L(A)~1— %ww o (7.63)

cette expression est bien la forme attendue lorsque L(A) est infinitésimale, avec pour générateurs
JHY = ghV,

® Développement de v, v, 7, Vo :

ViV Vo Yo = Guw Gpo = Gup Jvo + o Gup + 1 €uvpo V5 (7.64)
+273 {gM) Ove + Gvo Oup = Guo Tvp = Gup Opo — 9po Tpv — Guv Opo }

Pour démontrer cette formule, le plus simple est d'utiliser (7.58) et (7.61). On pourra également la
vérifier en utilisant (7.59) et (7.60).

7.3.3 Produits de matrices avec contractions d’indices

Dans les calculs de sections efficaces de processus élémentaires, il arrive souvent que dans les produits
de matrices vy, auxquels on a affaire, deux indices de Lorentz soient contractés, ce qui en fait réduit
de deux unités le nombre de matrices v dans ces produits. Nous donnons ci-aprés des exemples trés
simples des effets de telles contractions.

ORIt

P = [+ 2] 7 =279, — 47, soit

fy/\ f}/u fy)‘ = —2 ’)/H (765)

@ Y Y 7

YT V= = VA Ve F 2000 Y Ve = 27 + 2% v, soit

VY = 4 G (7.66)

On en déduit aussi

oy =0 (7.67)

® o o

174

1 v v v
ot Uﬂuzg['}’u'}’ _/YV/YM][’YVPYM_.Q}LV]E [,ylt,y -7 7“]’71/'7/1«

ool —

1 1 .
1 (Y = g™ = 1 [16 — 4]  soit
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oM 0 =3 (7.68)

® 0Py, 005

(79" =2 9*] 778 Yo

| =

(YY" =87 ] Yu [VaV8 — gap] =

ool —

P Vi OaB =

o o 1 .
[’Y v —g ﬁ} ’Yu’Ya’Yﬁ:Z[Zlfmfllfyﬂ] soit

e

0Py, 005 =0 (7.69)

Du point de vue de la y-gymnastique, il est instructif de mettre ce résultat en rapport avec la relation
(7.60). Pour cela, on remarque que, étant une somme de produits de matrices v en nombre impair,
la matrice 7y, 0,3 se développe sur les matrices v, et v, s uniquement :

YuOaB = Vuaﬁp 'Yp + Auaﬁp ’Yp V5 avec

1 1
Vieage = ZTY’YuUaﬁ’Ypa Apapp = ZTY'YM‘MB%%

Mais, d'apres (7.60),

i ) i
A;Aaﬁp = _g Eaﬁuar:[‘r’y;l,a U’yp = _5 €apro V,U,VUP

Ensuite,

1
07 Y 0as = Vieapp 0™V + 5 €apuo Vi, 0% 57" =

vo

)
Vuaﬁpaaﬂ’7p+ 5 €apro Vuyapaaﬂ%’)’p = Vﬂaﬁpga’g'yp - Vi pgua’Yp =0

® 0% 0, 00s

Tenant compte de (7.67), on a

1

1
o*P Ouv Oap = [7a7ﬂ _,yﬂ,ya} Opv VB Yoo = 1 [’YQ’VB _gaﬁ] Opv VB Yoo = 1 [_gaﬂ] Opv VB Ve

ool —

d'ol

o8 Opw 0aB = —Opy (7.70)

® A Vu Y VY

Ve Vo Yo V= = VYo AV + 2900 Y Vi Ve = 2% Vu Yo — 2% [Vu Ve + Yo Yu]  soit
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XV Yo Vp ’YA =-2 Yo Vv Vu

Ce résultat peut également &tre obtenu en utilisant (7.59) et (7.65). On trouve ainsi

XV Yo Vp 7>\ =-2 {g;w Yo = Gup Vv + Gup Yu + L €pvpo Y V5 }

==2%% Y

D VAV Yo Vo Vo 7
D’apres (7.64) et (7.67), on obtient

YNV Yo Vo Yo 1V =4 { Guv Goo — Gup Gvo + Guo Jup — i €uvpe V5

(7.71)

(7.72)

(7.73)

On notera ici avec intérét que, d'aprés la formule générale de développement (7.41) et la formule

(7.67), on a

PWMA*=4{S—Py}

si M est un produit d'un nombre pair de matrices +, et

WM = =2 { V" — A, y* 75 }

si M est un produit d'un nombre impair de matrices .

(7.74)

(7.75)

M, et M, étant des matrices 4 x 4 que I'on développera suivant la formule (7.41), démontrer les
identités de Fierz'4

Tey* Myy, My = [Tr My ] [Tr My ] — [Tr My ys ] [ Tr Mo s ]

1

*i[Ter’Yu] [Tr May# ] — 3 [Tr My v, vs] [Tr May* 5]

Trv, (1£75) Myy* (1 £75) Mo = =16 (Vi F A1) - (Vo F A2)
=—[Trvy, (1 £~5) M1 ] [Try* (1 5) Mo

32 (Slipl)(SQ$P2)

Try, (1£v5) Myy* (1F v5) Mo =
[Tr(1Fv5) M)

=2 [Tr(1+95) M|

14. Indication :

(7.76)

pour obtenir les deux dernieres formules de (7.76), faire dans la premiere les remplacements
M10u2 — (1:|:'Y5) M10u2-
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7.3.4 Conjugaison hermitique et conjugaison complexe des matrices v

@ En effectuant la conjugaison hermitique de la relation fondamentale (7.13), on trouve, le tenseur
Juv étant réel,
T_ _
[V + %] =W AL+ =290
On constate alors que les conjuguées hermitiques des matrices v, satisfont elles aussi la relation
fondamentale et doivent par conséquent étre reliées a ces derniéres par une matrice inversible Uy, de
sorte que

Y =Un v Uy (7.77)

On note que dans la représentation initiale (7.8) et (7.9), on a

o T(v) Ty = I'(v)t (7.78)
pour tout 4-vecteur v réel, et par suite
Tol,To=Tf, ToIsTy=T] (7.79)

Le passage de cette représentation a la représentation standard s'effectuant par la matrice (7.16) qui
est réelle et symétrique (donc hermitique), on en déduit, pour la représentation standard,

Yo Yu Yo = %TL (7.80)

et qu'on peut donc faire I'identification °

@ De méme, par conjugaison complexe :
Vo Yo TNV =29

Les conjuguées complexes des matrices « sont donc également reliées a celles-ci par une matrice
inversible U, :

v =Uey U (7.82)

Notons ici que la matrice C' = i 75 introduite au chapitre 4 (Eq. 4.112) a pour propriétés

C?=-1, 'C=C"'=-C, Cr,C' =~y = -7} (k=1,2,3) (7.83)

15. On rappelle que g est inversible et que 'le = 0.
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Définissons alors la matrice 4 x 4 :

c—QCFO—<%% é’;) (7.84)

ol Q. est la matrice Q. du chapitre 6 (Eq. 6.176) pour s = 1/2. On vérifie aisément que cette matrice
est telle que

crrhet=[r*]", crct=1=[1°]", CrsC = -T5=—[I5]" (7.85)
Les formules équivalentes dans la représentation standard sont obtenues au moyen de la matrice

Us=UCU ' = ( 520 %% ) = (7.86)

qui n'est autre que la matrice C; de I'équation 6.210 pour s = 1/2, représentant la matrice de
conjugaison de charge dans la représentation initiale, d'ou la notation “i” de C;. On a donc

U U7t =[], Uers Uit = =35 = — 5] (7.87)

Remarquons enfin que puisque

T *

=[] =[] =177 =7 U1 Us "0

on peut faire I'identification 16

c 0
U =%v%U, ==+ ( o, C% )ziﬂc (7.88)

On sait que la trace d'un produit de matrices ne comportant que des matrices 7y, est non nulle

uniquement si ces matrices sont en nombre pair. Gréce a la relation (7.87), on peut de plus affirmer
que cette trace est réelle. En effet, on a

[Tr’y,ul"")/,ur]* :TI"}/;I"")/:ZT :TI‘UC’}/ul Ugl UcUgl UC’WLT Ugl :Tr’}/#l""ylt

T

Lorsque le produit contient des matrices ~y5, la trace est réelle si ces matrices sont en nombre pair.
C'est un complexe imaginaire pur si les 5 sont en nombre impair.

7.3.5 Autre méthode pour obtenir I’expression (7.28) de L(A)

La méthode proposée ici peut étre considérée comme un exercice d'application de certaines formules
établies précédemment. Tout d'abord, a partir de la premiére forme de L(A) dans (7.28), on déduit
facilement que (pour simplifier, on pose L = L(A))

LysL7 =75, ~Lly=L"" (7.89)

Conformément a (7.41), écrivons L sous la forme

16. Les matrices Uy, Uy, et Ue, appelées aussi matrices d’entrelacement, ne sont définies qu’a un facteur de phase
pres.
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L=S+Prys+VFy, + A"y, v +T" oL,
Mais, d'apres (7.89), 5 commute avec L et ce développement doit donc se réduire a
L=S4+Pvy+T"o,, (7.90)
En outre, la seconde formule de (7.89) permet d’obtenir I'inverse L~ de cette matrice sous la forme
L' =8 — P s+ T, 0™ (7.91)

La transformation de Lorentz A a laquelle la matrice L est associée transformant une base t,x,y, z
en base T, X,Y, Z, on a aussi les relations

Ly(t) L™ =~(T), Ly(x)L™!, etc. (7.92)
Considérons alors la matrice
M =y(T)~(t) = v(X) (@) =7 (V) (y) = 1(2)¥(2) = A ¥ 7" (7.93)
On la relie 3 L comme suit
M=Ly@#) L™ y(t) = Ly(e) L™ (@) = =L [7* L7 9" | [t ty —apay — -]

=L ['y” L1 7”] Guv  soit

M =Ly, L™t y# (7.94)

Comme 7y, L™1 4 = 4 S* + 4 P* ~5, on obtient finalement
M=4L (S + P*vs5) (7.95)
Puisque Tr v, 7,75 =0, 0ona TrM~; =0=4Tr L (S*y5+ P*) =4 (P* S+ S*P), et
P*S+S*P=2R(S"P)=0 (7.96)
Cependant, d'apres la premiere expression de L donnée en (7.28),
TrL=Tr(A+A") =2 (ap+af) =4S (7.97)

On en déduit que S est réel et, comme conséquence de (7.96), que P est imaginaire pur. |l vient alors

— S+P’75
S* 4+ P*5) (S+Prs) = [SP+|PP, et (S*+Prqs5) ' = o2
(8" + P v5) (S+ Prs) =[S+ |P|*, et (S*+ P*~s) IS]2 + [P|2
D'o
M (S+Prs)
L= Tsr+iep) (799

L'expression de L recherchée est alors obtenue en introduisant la paramétrisation
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|S|2+ P2 cos, P =i+/|S|?>+|PJ?sin6
Relions ensuite S et P aux parametres de la transformation A. On a d'une part
TrM=4a avec a= gaﬁAaﬂ =TrA
et, d'autre part,
Tr M =4Tr [S*L+ P*Lvs] =16 (|S|* + |P|?)
d'ou

a 1
|12+ |P|* = 1 Zgaﬁ Aap (7.99)

Posons ensuite

M =50 My = 4(0) Y(T) = y(2) Y(X) = = Ay 7" =4 L7 (S = Pys)  (7.100)
Compte tenu de (7.58), on peut écrire
M=a+2iN0,,, M =a—-2iN0, (7.101)
D’apres (7.61), le produit de ces deux matrices donne

MM = a® + 40N N7 04, 050 = a® + A Ny — A Ny — i €up A AP7 5
=2 { A2, A", N oy — AN gy Oug — N AT g 0y + AL AL 0N 00 )

Mais, d'une part
ARV APT Jup = AA.L,\ QAV A;}U = AA.LA QM [A_lru =03 g)\y =97
A NPT gp = (A1) (AP gy = g™*

de sorte que

AY AP gp00 =0, A A7 g,,0,,=0
et, d'autre part, du fait de I'antisymétrie des o, :

Aeu AA-L/\ gAy oup + N AT 9/\0 Opo = (Az)py Oup + (A2)MU Opo = (AQ)W (ovp —0up) =0
Compte tenu de ce que
ANy =4, et AMA,,=A A, =Tr A?

le précédent produit se résume finalement a

MM =a>+4—TrA? —ieup0 A" AP 75 (7.102)

Or, ce produit est aussi égal a
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AL (S* + P y5) AL (S — Pr3) =16 (S — Pr5)? =16 (S* — |P|* — 25 Pys)

1

S —|PPP=— (a®>+4—-TrA%), SP= 35 Cuveo A AP (7.103)

i {

Puis, les carrés S? et |P|? peuvent &tre déduits séparément en utilisant (7.99) 1718 :

§2= g5 (a2~ A%, PP = o {TrA% - (a—2)%) (7104)

7.4 Représentations explicites des spineurs de Dirac, pro-
jecteurs (m # 0)

Pour commencer cette étude, écrivons les spineurs de Dirac associés au ket | [p], o > (formules 6.215
et 6.216 pour s = 1/2). Dans la représentation initiale, ce sont, le spineur “a énergie positive’

) 1 {lrl}.,
Us([p]) = 7 (1) (7.105)

ol ¢ est ici un indice de spin (= +1/2), et le spineur “a énergie négative”

1 {[p]}.a

V,([p)) = [sU,([p)) = 7 (1) (7.106)
~A{lp y

La notation “tilde" a été utilisée ici pour signifier deux choses ; d'une part que lesdits spineurs relevent
de la représentation initiale; d'autre part, qu'ils sont normalisés “a I'unité”, cette normalisation se
référant au produit scalaire défini par

(@, U) =0V, avec & =0T (7.107)

et pour lequel on a effectivement 19+ 20

U Uy = 60roy Vor Vo = —0rgy, VorlUy = Uy Vy =0 (7.108)

17. On notera ici que d’apres les équations (5.186) et (5.187), Tr A2 — (TrA)?2 —4 = —16 R(a) avec 4lag|? =
Tr A, et que par conséquent —4 Tr A < Tr A2 — (TrA)2 —4 < 4Tr A, ce qui fait que I'on a bien S2 > 0 et |P|2 > 0.

18. Vérifier par le calcul matriciel direct que P = 0 pour les transformations définies par les matrices (3.160)
et (3.161). Qu’en est-il pour la transformation définie par la matrice (3.158) ? Expliquer en détaillant la seconde
formule de (7.103) ou a l'aide de la formule (5.188).

19. On prendra garde au fait que, vis-a-vis du produit scalaire hermitien usuel, les spineurs définis plus haut ne
sont pas normés & I'unité et que les spineurs V ne sont pas orthogonaux aux spineurs U. Nous laissons au lecteur
le soin de montrer, par exemple, que Ul, U, = 20,/ E/m ot E = pg.

20. Montrer que S(A) est unitaire vis-a-vis de ce produit scalaire.
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D’apres les résultats établis au paragraphe 6.9.2, les projecteurs sur les sous-espaces engendrés, res-
pectivement, par les spineurs de “type U" et les spineurs de “type V" sont donnés par

S 0,0, = %[m—i—r(p)], et SV, V, = ——[T(p) —m) (7.100)

2m

et I'on a la relation de fermeture

3 [Ugﬁg - Vgﬁ} =1 (7.110)

ag

La matrice de passage (7.16) de la représentation initiale a la représentation standard est réelle,
symétrique, donc hermitique, égale a son inverse et donc, finalement, unitaire. Exprimons alors le
produit scalaire (7.107) au moyen des spineurs de la représentation standard :

(D, Uip) = B To Wy, = BT U DU Wy = T, UTGU T Uy = B, 70 Ty

Si, dans la représentation standard, on définit un produit scalaire par

((I)stv \I/st) - 6st \Ijsh avec 6st = (Dit Yo (7111)

on voit que I'on préserve ainsi la valeur du produit scalaire dans le passage de la représentation initiale
a la représentation standard. D’une représentation a une autre, le produit scalaire défini comme en
(7.111) n'est donc conservé que si la matrice de passage vérifie

UToU =1 (7.112)

Conformément a |'usage, nous changerons la normalisation des spineurs de telle sorte que dorénavant

UgUs =2mbpor, VoVyr=—-2mbpo, UgViy =VeUy =0 (7.113)

Ainsi, dans la représentation standard, les spineurs de type U et les spineurs de type V attachés a
I'état |[p], o > sont donnés par

— (A{lpl+ ]},
qupnz\g I (7.114)

— [ {lp]=1[p]""},
Vo(lp]) = wUs([p]) = /5 o]+ o1} (7.115)
pl+I[p]"}

lls vérifient les relations

ZUUUU = m+7(p)7 ZVUVU = ,Y(p>_m7 ’y(p)U:mU7 fy(p)V:—mV
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Y UTU, = VoVo] =2m (7.116)

et constituent une base selon laquelle on peut développer tout vecteur unicolonne de C*. Considérons
. , N — L . .

le cas ou la tétrade [p] correspond a un boost le long de p". Il s'agit d'une matrice hermitique que

nous noterons H, telle que

HroH=H=p/m

Comme?! H +H™1 =TrH, on en déduit H®> + 1 =HTrH, (Tt H)> = Tr H? + 2, d'ob

14 H? mER
V2+ (TrH)?2  /2m(E+m)
ou F = pg, soit, explicitement sous forme de tableau :
1/2 ~1/2
Moot 12 [ Bime —i (7.118)
2m(E+m) D=z Dz Py .
—1/2 pe+ipy, |E+m—p,
avec p, = p',p, = p?,p. = p>. On a donc
2(E 27p -1
H+H? :M’ H—H 1 __fp T (7.119)
V2m(E +m) 2m(E 4+ m)
Ainsi :
E+m 0
1 0 1 E+m
UNH) = ——— , UH) = —— ; 7.120
( ) E+m D= ( ) vVE+m Pz — 1Py ( )
Dz +7;py —Dz
D=z Dz _Z.py
1 Po + ip, 1 —-p
VIH) = —— e v, vVHH) = —— z 7.121
H = =— | Eim M= Trmm | o (v121)
0 E+m

ol les notations 1 (“up”) et | (“down") se réferent a un indice de spin o égal a +1/2 et —1/2,
respectivement. On notera que la normalisation choisie permet d'extrapoler les expressions des spineurs
au cas limite m = 0. lls deviennent alors :

21. Voir Eq. 5.181.
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1 0
UlH) = VE 0 , UlH) = VE L (7.122)
U, Uy — LUy
Ug + TUy —U,

oU Ug, Uy, U, SONt les composantes cartésiennes du 3-vecteur unitaire porté par p .

7.4.1 Opérateurs de spin et projecteurs

Nous avons montré précédemment que, dans la représentation standard des spineurs de Dirac, les
générateurs de SL(2, C) sont les matrices o,,,,. Compte tenu de (7.60) et posant t = p/m, |I'opérateur
de Pauli-Lubanski associé a la 4-impulsion p s'écrit donc

1
W, = 3 €pagy t° P =it OuwYs soit
1
Wy =7 [ m ]t 7 (7.123)

Notons x, y et z les trois 4-vecteurs du genre espace associé a t dans la tétrade [p] et formant avec
t une base d'espace-temps orthonormée et d'orientation directe. Les générateurs du petit groupe de
p (opérateurs de spin engendrant un groupe de rotations) sont représentés par les matrices 22

1 1
Sp=—x-W= 57(%)7@) V5, Sy=-—y W= iv(y)v(t) Y55
1
S,=—z-W= 57(Z)v(t) Vs (7.124)

et I'on a?3, en posant U, = U,([p]), Vo = Vo ([p]), S+ = S, £1i95,,

S.U,=0U,, S,Vo=0V,
s, u'=o0, s,ut=ut, s, vt=0 S . vi=v" (7.125)
S U'=U'Y, S_Uv=0, S_VI=V+¥ S_Vvi=0

Il est facile de montrer que ces formules conduisent également aux suivantes :

V) UM =2V 5 VT =50
Y +iy) UT =0, ~(z+iy) Ut =2VT (7.126)
Yz —iy) UL =0, y(x—iy) Ut =2V*

En appliquant (z) ou y(x £ iy) soit sur les projecteurs soit sur la relation de fermeture de (7.116),
on en déduit alors :

2my(z) = viT - viTt + 0tV b T
2v(2)y(p) = vioh - vitt ot v ot v

mAy(a +iy) = VIT + UV, 29z +iy)y(p) = VIT —UT TV (7.127)

22. A Taide de (7.18), montrer que les matrices Sg, Sy et S, vérifient bien les relations de commutation de
lalgebre de Lie de SU(2).
23. A vérifier.

Christian Carimalo 324 Théorie Lagrangienne



Chapitre 7. Les spineurs et matrices de Dirac

my(z —iy) = VET + UMV, 24(z — iy)y(p) = vio vty

Montrons maintenant comment |'utilisation conjointe des relations (7.125) et (7.116) permet d’expri-
mer simplement certains projecteurs au moyen des matrices . En additionnant

S .UtT =0, et S, UT' =UTT"
on obtient
1

UNTY =8, (UTT + UATY) = Sy [7(p) + m]

soit, puisque v(t) [v(p) + m] = [v(p) + m],

UTT = Sasnta + i) [2(p) +m] (7.128)

Suivant un procédé similaire, on obtient de méme 24

Ut = %’75 Y(@ —ay) [v(p) +m] (7.129)

Comme

25, [UTﬁTerﬁi —UTT —UrT, et UTT 4+ UYT =) +m
on a

Ut T = 14+28, p)+m] soit au final
Y

UHT™ = 2 (1 955()] [1() +m] (7.130)

7.4.2 Spineurs propres de S, :?7/\ V) |

Le lecteur vérifiera?® que les spineurs (7.120) sont vecteurs propres de la projection du vecteur
polarisation (7.123) selon le 4-vecteur z (orthogonal a p) ayant pour composantes

v’
m(E +m)

_ Pz o D2Px o D2Py
20 = —» Rz T, N

— = Pby
m m(E +m)’ v m(E +m)’ : *

(7.131)

et dont la partie spatiale n'est pas colinéaire a ? Pour obtenir une composante de spin S, cor-
respondant a une projection du spin selon 7 il faut préalablement effectuer une rotation amenant
I'axe des z selon la direction de ce 3-vecteur. Notant respectivement 0 et ¢ I'angle orbital et I'angle
azimutal de 7 la matrice 2 X 2 représentant cette rotation s'écrit

24. A titre d’exercice, trouver (7.129) & partir de la conjugaison hermitique de (7.128).
25. Par exemple, en calculant H 73 H.
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cosg —singe e .
R(0,¢) = _ =R:(p) Ry(0) R, " (¢) avec
sin — e'¥ cos —
2
cosa si 4 ip/2
= — Sl — elP 0
RyO)=| 7 F | Rep)= < I ) (7.132)
sin -  cos 2

Il est facile de vérifier que I'on a bien
RO, o) 3RO, 0) = u -

La tétrade correspondante s'écrit

[p] =HR(0,¢) (7.133)
et conduit a
1
z(p) =[plms[p]=H W H=uT HP=— W T (E‘F? 7)) soit
~ m
2(p) = — (p+E 7-7’) (7.134)
Le 4-vecteur z(p) ainsi obtenu a pour composantes
E
w=2, =24 (7.135)
m m
. . . 7 . hY —
et sa partie spatiale est colinéaire a p . On a alors
1 — — — —> 1 — — .
Szzﬁ% (p'YO_E u~7) (Evo—p-v>=*7570 w-y  soit
m 2
1 W7 1
s,=2 v % )1l py, (7.136)
2 09 u-T 2

Ce choix de tétrade correspond donc bien a la projection de spin suivant la direction du 3-vecteur ?
D’apres la formule générale (7.114), et compte tenu de

1 0
7? R(G,QD) = R(G,QD) T3 T3 ngi = :th’ia Xg = ( 0 ) ) Xé = ( 1 )

[p]l+[p] = (H+H ") RO, ) = \/Z\/EerR(G,@),

2 E—-m
— T_l = -1 = —_ =
[p]—[p] (H+H™") R(9,9) \/mvE—i—m ARG, )73, avec A Frm
les spineurs propres de type U associés sont donnés par
{R(0,0)}.,
U,=VvVE+m (7.137)

20 A {R(6,¢)}.

[ea
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Explicitement,

Cos 3 —sin 2 e
.0 i 0
sin — e cos —
Ul'=vVE+m 2, ., Ut=VE+m 0 (7.138)
A cos 3 A sin—e '
. [
A sin 3 e’ —A cos 3

7.4.3 Conjugaison de charge

Toute particule possede son antiparticule, laquelle peut d’ailleurs lui étre identique. S’agissant des
particules massives de spin 1/2 trouvées jusqu'a présent, particule et antiparticule sont différentes, mais
présentent les mémes caractéristiques vis-a-vis du groupe de Poincaré, sauf leurs parités respectives, qui
sont opposées. Ainsi le positron e™ a la méme masse m et le méme spin 1/2 que sa particule, I'électron
e~ . Tous les autres nombres quantiques internes susceptibles de caractériser une antiparticule, comme
la charge électrique si elle en possede une, ont des valeurs strictement opposées a celles relatives a la
particule.

Sur le plan théorique, I'opération de conjugaison de charge a pour fonction de transformer une particule
de nombres quantiques internes donnés en son antiparticule de nombres quantiques internes opposés,
la 4-impulsion et le spin restant inchangés. Dans cette opération, la parité reste inchangée pour les
particules de spin entier (les bosons), mais change de signe pour les particules de spin demi-entier (les
fermions).

Prenant I'exemple de |'électron et du positron, ces deux particules sont donc décrites, vis-a-vis du
groupe de Poincaré, par les deux représentations [m,1/2,n,e = +1] et [m,1/2,—n,e = +1], n
étant la parité de I'électron et ¢ le signe de py (énergie). Le procédé inventé pour relier ces deux
représentations par conjugaison de charge a été décrit au paragraphe 6.9.1. : il consiste a construire
les états du positron a partir d'états a énergie négative associés a la représentation de I'électron,
via une opération anti-linéaire, procédé qui se justifie dans le cadre de la theorle quantique des
champs. Les deux particules ayant le méme comportement vis-a-vis du groupe 73+, leurs fonctions
d'onde spinorielles doivent €étre strictement identiques. Pour cette raison, la conjugaison de charge
doit nécessairement reproduire le spineur U,([p]), avec la méme valeur de o, a partir d'un spineur
a énergie négative associé a la représentation [m,1/2,n,6 = —1], via une conjugaison complexe.
Partons des spineurs de la représentation initiale et considérons le spineur a énergie négative (7.106).
Compte tenu des relations

Hpl™t=C7tp]C, [p]*=C7 [p]I71C, Ct = -C, Coro = (-1)"/?*7 5,/ _,, on a

ARITES X {rlCy.,

A — - T, = (-~ T (p])
KU RE ~ ey, ) V2 {lerey, !

', étant la matrice définie en (6.204), pour s =1/2:

r, = ( g Co_l ) (7.139)

Le spineur a énergie négative défini par

Wo([p]) = (=D)"* 7 Voo((p]) (7.140)
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est donc tel que (I'2 =1) :

Us([p) =T [Wallp])] =€ Wo(lp)) (7.141)

ol la matrice C; est défine par (7.86) (voir aussi (6.246)). Dans la représentation standard (et avec
la normalisation 7.113), cette relation devient

Us([p]) =7 Wo([p]]" = C'Wo([p]) (7.142)

oll 7. = i7? et ol la matrice C = i+? v, est définie par (7.84). En outre :

wt=v+ wt=_-v" (7.143)

De (7.84) et (7.85), on tire les propriétés suivantes pour la matrice C :

ct T C=- t'Yu

P =1, CyFCT = [F], €0 =90 = = [10]", CysCt =5 =[5 )"

ou, puisque vg =, [V*]T = —*,
C iy, C=—-1y, (7.144)
7.5 Formes bilinéaires
On appelle ainsi une forme hermitienne
YMg (7.145)

impliquant dans un produit scalaire deux spineurs ¢ et ¢ et une matrice 4 x 4, M.

7.5.1 Formes bilinéaires dans la représentation-p

Pour commencer leur étude, nous supposerons que les spineurs dans (7.145) sont des spineurs de
la représentation-p et qu'ils sont associés a une méme 4-impulsion p du genre temps satisfaisant
p? = m? pg > m. D'apres (7.5), (7.28) et (7.89), la loi de transformation sous 751 de la forme
correspondante est

@AY M ] (p) = “Vp(p) M @V (p) = Y(A™ p) L(A) T M L(A)(A™'p)  (7.146)

Tenant compte du résultat (7.41), on est amené a envisager les transformations des 16 formes
indépendantes obtenues en prenant pour M I'une des matrices de la base (7.40).

Christian Carimalo 328 Théorie Lagrangienne



Chapitre 7. Les spineurs et matrices de Dirac

® Si M est I'identité, on trouve

@D 1Y ¢] (p) = P(A™"'p) $(A"p) (7.147)

ce qui montre que le produit scalaire introduit dans (7.111) porte bien son nom : il se transforme
comme un scalaire.

@ Lorsque M = ~5, cette matrice commutant avec L(A), on a

@D (Y35 6] () = (A "p) 75 $(A™"p) (7.148)

et cette forme se transforme aussi comme un scalaire.

® Prenons ensuite M = v*. Sur la base de (7.11), (7.15) et (7.16), on a L(A)~ty* L(A) = A", vV
et par conséquent

@A [G# 6] (p) = A, D(A™"p) 7" (A~ 'p) (7.149)

et la forme correspondante se transforme comme un 4-vecteur. La matrice 5 étant invariante sous
LL, on en déduit aussi que la forme ¥ " 5 ¢ se transforme comme un 4-vecteur :

@D [ha"y5 0] (p) = A, P(A™p) 7" 75 H(A™"p) (7.150)

@ |l est maintenant clair que la forme 1) 0¥ ¢ se transforme comme un tenseur (antisymétrique) de
rang 2 :

@D gt ¢] (p) = A, A, P(A™"p) a7 $(A™'p) (7.151)

Plus généralement, une forme pour laquelle M est un produit de r matrices v se transforme sous
LT,_ comme un tenseur de rang r. C'est pourquoi les formes de ce type sont aussi appelées formes
bilinéaires covariantes.

= Evaluons ensuite les formes bilinéaires pour les spineurs (7.114) et (7.115). Remarquant qu'un
produit scalaire tel que 1) M ¢ peut se concevoir comme une trace :

M@ =Tr [qu@]
on déduit les formules suivantes de celles du paragraphe précédent.

b 1 1 :
© U7y UM =Ty, UM U = S Teyp [14957(2)] [v(p) +m] = 5 Ty v(p) - soit

T, U =2p, (7.152)

A b 1 . :
De méme, U 7, U4 = 3 Tr vy, s v(x Fiy) [v(p) + m], soit

T, U =0 (7.153)

En fait, on peut démontrer ces formules par une méthode classique plus astucieuse qui est la suivante :

Uy Y Us = Uy YY) Uy = Uy Y) v Us + 21, Uy Uy, =—Uy YuUs +4p, 050 soit
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UJ’ am U, = UU’ Y V5 V, = 229# Oo’e (7154)

Cette derniere relation permet de montrer que

ULU, =V V, =2E 6,4 (7.155)

=t =41 m .
@ U " vy U =Try, s UT = 5Ty [LE57(2)] [v(p) +m] = £5 Tryu(z) soit

R T (r150

= =1 . m ‘
® U Ut =Ty UM = 5 Tryuy(@ Fiy) [v(p) +m] = 5 Tryu (e Fiy),

soit

T s Ut =T, VBT = 20 (2 F ), (7.157)

= 1 1
® U o,Uh= 5 Trou [TE£y57(2)] [v(p) +m] = £ Trou, v(2)v(P) s

)
= j:Z Try, % v(2) v(P) = F €uvas 2° p?. Or, €uvag t™ 2P = ZuYy — ZuYy. On a donc

UT7¢ Ouv Ut = UT,l Ouv V5 Vit =+ €uvap D 2P =dm [TuYy — ToYu ] (7.158)
—4 RS 1 . o 1 .
® U0, U= §Trawv5v(x¢zy) [v(p) +m]= §Tro*wv(rﬂ¢zy)7(p)vs
i , N . N .
= 1T (@ F 1) 1(P) = €uap 2™ (@ F i) OF, €uuapt (v F iy)” =

1
+i [(zFiy)pz — (@ Fiy) 2] =iV2 e,(fF) 2, — et zu], en posant e(*) = ¢\ﬁ [ +iy]. D'ou

T 0, UbT = T s VI = £vV2€ppap p® e TP = im /2 [e,(f)z,, — e(f)z#} (7.159)

=1 1 1
® U U#u’YsUT’izinUuu’Ys [1E£v7(2)] [’Y(P)+m]EiiTrUuu’Y(Z)V(P):
)

==+
4

Try, v v(2) ¥(p) = i [Py 20 — pu 24 ], soit

77T

ﬁT’i O Vs Ut =0 O Vi =44 [Ppzy — Pvzp | = Fimeyap & yP (7.160)
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—14 .
©) U Tr o y(z F iy) 7(p)

N =

1 .
Ouv V5 bt = ETYUWV(JS:FW) [’7(]3) +m] =

= ;T w (e iy)Y(p) =i [pu (v Fiy)y — pu (¥ Fiy), |, soit

T 035 U4 =T 0, VI = 202 [ el = p, el | = VB epuag P28 | (7.161)

On notera que les deux éléments de matrice précédents peuvent aussi étre obtenus en remarquant que

i |
Ug Ouv Y5 Us = _5 €uvaf Uy O'aﬁ U,, soit

=14 i . ‘
U’ ous Uht = :F§ €uvas eaﬂpwpp 2y = i [52 oy — of 6;’] Pp 2w = Ei [Pp 20 — P 2]

—1 i —t1 1 .
U™ 0ums Ubt = = €uvap U cP Uttt = T— €pvap eOBpw Py e((f) _ :I:Z\/§ Do el(f) —py ef,jF)

V2

I= Le calcul de formes bilinéaires dans le cas ou les deux spineurs sont associées a des 4-impulsions
différentes p et p’ ne sera pas abordé ici. En fait, il n'est véritablement intéressant que si les
tétrades [p’ ] et [p] sont liées d'une facon particuliére, principalement dans le cas du fameux couplage
d’hélicité?S.

7.5.2 Formes bilinéaires dans la représentation-x

Considérons maintenant des formes (7.145) ou les spineurs sont deux champs spinoriels ¢ (z) et
@(x), envisagés au méme point d'espace-temps x et supposés étre exprimés dans la représentation
standard. Nous admettrons que sous une transformation A de 751 ces champs se transforment de la
facon suivante 27

(@D p(Az 4 a) = L(A) ¢(x) (7.162)
On en déduit la loi de transformation
@D [P M) (Ar+a) = [P LA M L(A) ¢] (x) (7.163)

Du fait de la présence du méme facteur L(A)~" M L(A) que celui apparaissant dans (7.146), la forme
(x) M ¢(x) présente donc les mémes propriétés de covariance que 1 (p) M ¢(p). Ainsi :
P(z) p(x) et h(x) s ¢(x) se transforment comme des champs scalaires ;

Y
@
@ P(x) v, d() et P(x) 7y, vs ¢(z) se transforment comme des champs vectoriels (4-vectoriels) ;
®

1 (x) 00 ¢(2) se transforme comme un champ tensoriel.

7.5.3 Symétries discretes et formes bilinéaires covariantes

D'apres (6.166) et (6.175), les lois de transformation des spineurs de la représentation standard sous
les opérations de parité (IT), de renversement du sens du temps (7), de réflexion totale (IIT) et de
conjugaison de charge C' sont données par 28

26. Qui est étudié dans notre cours sur le “Calcul Spinoriel”.
27. Voir notamment 1’équation (6.238), transposée dans la représentation standard.
28. La matrice 2. commute avec la matrice de passage U.
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Po(p) =np o (p), np ==+l
T (p) = Q. 2*(p)
(7.164)
PTo(p) = npyo Qe @*(p)

“O(p) = 7. 2*(p), e =i?

Considérons alors une forme bilinéaire ®(p) By, ¥(p) ol By est I'une des matrices de la base (7.40).

[a] Parité

Sous I'opération de parité, cette grandeur est transformée en
P[@(p) B ()] = npnp @(p) Y0 Br 0¥ (p) (7.165)

ol n}’i et 77}1@ sont les parités des représentations [m, 1/2,n;’§] et [m, 1/2,1%] auxquelles sont respec-
tivement associés les spineurs ® et W. Nous supposerons dans la suite que lesdits spineurs sont issus
de la méme représentation [m, 1/2,np], donc que nfi nlqﬁ = 1. On constate alors que :

® &(p) ¥(p) se transforme comme un scalaire;

@ ®(p)7s ¥(p) se transforme comme un pseudo-scalaire, puisque Yo Y5 Yo = —7s ;

® ®(p)v, ¥(p) se transforme comme un 4-vecteur, puisque Yo Yo Yo = Yo, Yo VeYo = —7¢ pour
(=1,2,3;

@  ®(p)vuvs ¥(p) se transforme comme un pseudo-4-vecteur, du fait de la présence de 75, par
rapport au cas précédent;

® ®(p)o,, ¥(p) se transforme comme un tenseur de rang 2.

@ Renversement du sens du temps.

Ona
T[®(p) Be ¥(p)] = "®(p) QL 70 Bi 2 ¥*(p) = T(p) Y0 ‘Qe " Br 70 2 (p)
=U(p) 70 Q" "By Q70 (p)

car Q.= -0, =07 et v Q2 = Q.. On en déduit que :

T[g(P) Y5 ‘I’(P)} = —@(B) 75 ®(p), puisque Q71 5 Qe =75 et Y0157 = =5

@ T[B(p) 70 ¥(p)] = T(p) 0 @) et T[Fp) 7 ¥p) | = -T(p) 7 O0);

@ T[®(p)vrsY(P)] = Y(p) s P(p) et T[E(p)7 Vs ‘If(p)} = —T(p) 7 75 (p) puisque
Q7 s | Qe =578 = —7F 955
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® Les résultats précédents montrent que dans le renversement du sens du temps la matrice v* est
changée en ~,,. Cela nous permet d’écrire sous forme condensée 2 :

"[®(p) o™ W(p) ] = =V (p) o, B(p)

Réflexion totale. Le lecteur vérifiera les formules suivantes :

© FTo(p) ] 5 np ¥ (p) D(p) = U(p) D(p) ;

@ PT[D(p) s U(p) ] = —npnp T(p) s D(p) = —T(p) 75 B(p) ;

® PTB(p)y" ¥(p)] = npnp V(p) 1. ®(p) = U(p) 1. 2(p) ;

@ PT[B(p) 5 U(p) ] = —nBnp U(P) vy P(p) = =T (p) 1 5 D(p)
® PTB(p)o™ ¥(p)] = —npnp U(p) o (p) = —T(p) 0 B(p) ;

On peut résumer synthétiquement les formules des transformations ci-dessus de la fagon suivante.
Pour les 16 matrices de la base (7.40), introduisons une métrique diagonale G,z dont les éléments
Gaa pour a courant de 1 a 16 ont pour valeurs respectives :

+1 pour les 7 matrices 1, vs5, Yo, Y075, 012, 023 €t 031,
—1 pour les 9 matrices vk, Vi V5 et oo pour k = 1,2, 3.

Notons M I'une de ces 16 matrices en convenant que l'indice o “en haut" représente un indice

contravariant, et l'indice @ "en bas” de M, = Gog M = Goq M représentant un indice covariant.
i G un & G 0

Nous écrirons alors (omettant ici un éventuel facteur n% np)

") M IP) ] =ep [2(p) ()]

o) M*¥(p)] =er [W(p) Ma®(p)], "T[®(p) M*U(p)] = epr [U(p) My B(p)] (7.166)

ol les facteurs €/p 1 pr) sont donnés dans le tableau suivant :

S|P|V|A|T
ep |+ — |+ |— |+
7.167
er |+ | — |+ |+ | — ( )
epr |+ |+ |+ | — | —

® [P(p)T(p)| =—2(p) U(p)
@ [P(p)ysT(p)] = ~T(p) s 2(p) ;
@ “[0(P) 7 ¥(P)] = ¥®) 7. 20D) ;
@ “[(p) 1.1 T(P) ] = —T(P) Yu 15 2(p) ;
® [®(p)ouw ¥(p)] =V(p)ou (p).
29. Noter que Q7 ' to, Qe = —ouw
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7.6 Le cas de la masse nulle

Nous admettrons qu'une particule dont la masse est nulle et dont la valeur absolue de I'hélicité est 1/2
ne doit &tre associée qu'a une et une seule des deux représentations [0, +1/2] ou [0, —1/2]. D’apres
ce qui a été vu au chapitre 6, a chacune de ces deux représentations ne correspond qu'un seul type
d'amplitude spinorielle :

e pour [0, —1/2], il s'agit des amplitudes ¢_ (¢) (Eq. 6.103), vérifiant Dl/Q( )o,(f) =0,

oo’

e et pour [0,1/2], des amplitudes ¢} (¢) (Eq. 6.106), vérifiant D}T(/,Q,(Z) vh(0) = 0

Pour ces particules, il est cependant possible d’utiliser aussi un formalisme spinoriel a quatre dimen-
sions pour décrire leurs fonctions d'onde. En effet, en représentation initiale, définissons les spineurs
suivants :

qﬁ(e):(wo(g)) pour [0, +1/2], \Iﬂ(e)=< ¢—0(£)> pour [0,-1/2]  (7.168)

ou le zéro qui y figure représente le spineur nul a deux composantes. Ces deux spineurs vérifient
I'’équation de Dirac “pour masse nulle”

T(6)T(f) =0 (7.169)

oli I'(¢) a la forme donnée par (7.8), avec /2 = 0, laquelle équation peut &tre considérée comme la
limite de I'équation de Dirac (7.3) avec masse lorsque cette derniere tend vers zéro. De plus, compte
tenu des équations (6.104) et (6.107), ils se transforment aussi sous 751 comme indiqué par (7.5). De
ce fait, les représentants des générateurs de SL(2,C') sont les mémes que ceux correspondant a une
masse non nulle, c'est-a-dire, dans |a représentation standard, les matrices o,,,.

Une caractéristique propre aux spineurs (7.168) est qu'ils sont vecteurs propres de T's :
(1-T5) ¥ =0, (14+T5) ¥H=0 (7.170)

On dit aussi qu'ils ont une chiralité bien définie : chiralité égale a +1, ou chiralité droite pour le
spineur d’hélicité +1/2, chiralité égale a —1, ou chiralité gauche pour le spineur d'hélicité —1/2. Le
signe de la chiralité correspond donc a celui de I'hélicité 30,

On remarquera aussi que puisque

4

et =0, Tet=o

les spineurs (7.168) ne peuvent plus étre normalisés a I'aide de ce produit scalaire. Il faudra donc les
normaliser en utilisant le produit scalaire usuel 3!

[ et = e, e et = () e

En procédant comme dans le cas m # 0, les amplitudes spinorielles associées respectivement a |'état
[[£],+1/2 > de [0,+1/2] et a I'état |[£],—1/2 > de [0, —1/2] seront définies comme

30. Les notations anglaises L (pour left ou left-handed) ou R (pour right ou right-handed) sont souvent utilisées
pour désigner les chiralités gauche et droite, respectivement.

31. A noter que celui-ci est le méme pour toutes les représentations des matrices de Dirac liées entre elles par
des matrices unitaires, ce qui est le cas entre la représentation initiale et la représentation standard.
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Vi) = D3 () = [oryes &5 () =D,2 (1Y =101l ), (7.171)
On aura alors

ZDi?ig NDL2 () = Dy)s 1 (L1 1))

On peut calculer cet élément de matrice de la fagon suivante. D’apres (4.66), la matrice K, =
(10 + 73) /2 est telle que
Dgnm' (K+) = 6’m7] 6m’,j

On a ainsi

(K)Dy2 (1)) = DY2([0] K [0]h)

g,0

D3 (e Dys (1) =3 DY2([¢) D}

o,1/2 1/2,0 mm/’
m,m’

Or (voir §5.4.3), [¢] K4 [£]1 = £ /(2K) avec ks =t - £. On en déduit

1
DY2(L/2R) = —Tr L =ly/r=1
Z (L/(20) = 5T £ =lo/n

Utilisant la matrice K_ = (19 — 73)/2 pour laquelle

D (K=) = G, Ot

on a de méme
o107 = 3PN () P () = DY 107 07

=y Z DY2,([0] YD) (K Dy (07 = T[]t K [e] !

et comme [£]TVK_[¢]7! = 0/(2k), il vient 32
1 ~
(6717~ = %TI" t=1ly/K

Comme cela sera justifié plus loin, pour se conformer a la structure des spineurs (7.138) lorsque
m — 0, les spineurs pour masse nulle seront normalisés selon :

Uiw,=2E avec E=1/ (7.172)

Dans la représentation initiale, les spineurs associés aux états |[£], +1/2 > seront donc respectivement
donnés par

T([4]) = V2k ( {[“(};'71/2 ) et UH([{]) =V2k ( {[K]T?}‘,—lﬂ ) (7.173)

32. Montrer que, d’une fagpn générale, pour toute matrice A.(2 X 2),ona:
DL (ATA) = (Tr AK{ AN DI _ (A1 A) = (T AK_ AT)*,

i ) 2j i . 2j
DI (AT A) = (3TrA[r, +in] ANV, DI _ (AT A) = (3TrA[r, —imy] AT)Y
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Dans la représentation standard, ce seront

()i
UE) =& () e UHIE) = VR ( _{{[[ Q]T_l}}v_ll/z ) (1171)

Dans cette méme représentation, I'opérateur d'hélicité a pour expression

1 1
J() = it“ 0 €pppo 077 [k =20t 2" 04, 5 = 3 v(2)v(t) s (7.175)

(t,z,y,z) étant une base d'espace-temps telle que ¢ = k(¢ + z). Pour cette base, faisons un choix
analogue a celui présenté au paragraphe 7.4.2 dans le cas d'une masse non nulle. Faisons en sorte

que, dans le référentiel d'arrivée, t et 2z soient paralleles 3 ¢ . Dans ce référentiel, définissons

. — - s s
les grandeurs suivantes : u = £ [y le vecteur unitaire porté par ¢ ; to = coshy avec x > 0;
e

t=u sinh x ; zg = sinh x; Z'="u cosh X. Puisque £ = k(t+ z), on a donc £y = eX k. La tétrade
[¢] comportera ainsi : la rotation (7.132) amenant I'axe des z sur u (0,¢), suivie du boost (voir
(7.117) en remplacant p par t et en prenant m = 1)

14+t
~ X — — . X
H=——— =cosh=+ u- -7 sinh= 7.176
2(to + 1) 2 2 ( )
Explicitement, on obtient
0 9 .
eX/2 cos = —eX/2 gin — 7%
[£] = . et
eX/2 sin§ e’ e~X/2 cos 3
0 0 _.
eX/2 cos = —eX/2 gin = e
[e]f-1 = . (7.177)
e~X/2 gin 3 e'¥ eX/? cos 3
d'ou I'on déduit les spineurs suivants, en posant E =/,
0
cos — —sin— e *¥
2
.0 i 0
sin — e cos —
Ut =vVE 2, , U'=VE 0 2 (7.178)
cos 3 sin 3 e ¥
sin — €' —COoS —
2 2

spineurs qui sont simplement les limites des spineurs (7.138) pour m — 0. lls sont vecteurs propres
(avec les valeurs propres respectives +1/2 et —1/2) de I'opérateur d’hélicité (7.175), lequel, avec
cette tétrade, prend la forme “composante du spin selon la direction de la tri-impulsion”, telle que
(7.136) :

u-T

(7.179)

Christian Carimalo 336 Théorie Lagrangienne



Chapitre 7. Les spineurs et matrices de Dirac

mais dont les valeurs propres sont ici des invariants relativistes. On notera ici que, quelle que soit la
tétrade choisie mais telle que £ = k(¢ + z), |'opérateur d'hélicité peut &tre exprimé comme

J(l) = %75 + i ¥5v(2) v(€) (7.180)

Agissant sur les spineurs physiques, il devient équivalent & 1/2 fois 'opérateur de chiralité s, puis-
qu’alors v(¢) est équivalent a zéro.

Calculons ensuite les projecteurs sur les spineurs 1 et |. Quelle que soit la tétrade choisie, on a

T
\IJTETZQK 0 [Z]-,1/2[£]1/2},/
0 0

Or, d'une part,

[6]0,1/2 [6]1/270/ = Z [Z]U,m [K+]mm’ M]jn/,g/ = [[Z]K-ﬁ- WTLU/ = %,{
et, d'autre part,
1
s =| " X
0 0
On en déduit
= 1 . L
AR 3 [1+Ts5] () puis U'U = 3 [1+95] v(0) (7.181)
On trouve de méme :
—1 1
UMD = S [1= 5] 2(0) (7.182)

En Physique des Particules, les représentations de spin 1/2 et de masse nulle étaient jusqu'a présent
associées aux neutrinos. Elles peuvent encore I'étre, au moins pour certains neutrinos, tant qu'il n'a
pas été prouvé expérimentalement que ceux-ci posseédent bien une masse non nulle. Il s'avérait que si
I'on attribuait la représentation [0, A] a un neutrino v (A = £1/2), la représentation [0, —\] devait
étre attribuée a son antiparticule, I'anti-neutrino 7.

Un probléme se posait alors sur le plan théorique. En effet, I'opération de conjugaison de charge, telle
qu’elle a été définie plus haut dans le cas d'une masse non nulle, devient inapplicable dans le cas
des masses nulles. En effet, comme elle ne change pas le signe de I'hélicité, elle ne peut permettre
d'effectuer ici le lien entre les états du neutrino et ceux de son antiparticule dont I'hélicité est opposée.
Ce probleme a trouvé sa solution lorsqu'il a été montré que le neutrino doit étre défini comme un état
propre de I'opération produit CII (conjugaison de charge x parité) 33.

33. L. Landau, Nucl. Phys., 3, 127 (1957); T.D. Lee, Phys. Rev. 105, 1671 (1957); A. Salam, Nuovo Cimento,
5, 299 (1957).
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7.7 La transformation de Fierz

En Physique des Particules, certains processus relevant des interactions dites “faibles” font intervenir
quatre particules de spin 1/2 ou d’hélicité 1/2. Citons quelques exemples :

e la désintégration du neutron n en 1 proton p, 1 électron e~ et 1 anti-neutrino électronique 7, :

n—p+e +Ue

e la désintégration du muon négatif 11~ en 1 électron, 1 anti-neutrino T, et un neutrino muonique
vy, ou celle du tau négatif 7= en 1 muon p~, 1 anti-neutrino muonique 7,, et un neutrino tau v, :

pwoo—e +Ve+ty,, T =W VUt

o la diffusion élastique e~ +v, = e~ +v,.

3

Les premigres tentatives de description théorique de tels processus 3* modelisaient leurs amplitudes de

transition 3°> comme des produits “courant-courant” du type
(@Byb) (¢ By d) (7.183)

ol a, b, c et d sont les spineurs respectifs des quatre particules impliquées et ol By, est a priori I'une
des 16 matrices de la base (7.40). Il existe donc cinq amplitudes possibles :

e une amplitude “scalaire-scalaire”
S = (ab) (¢d) (7.184)
e une amplitude “pseudoscalaire-pseudoscalaire”
P=(avsb) (ysd) (7.185)
e une amplitude “vecteur-vecteur”
V=@"b) (€v.d) (7.186)
e une amplitude “pseudovecteur-pseudovecteur” (attention au signe)
A= —(@r"y5b) @vu754) (7.187)
e une amplitude “tenseur-tenseur” (attention au facteur 2)

T=2(@oc"b) (toud) (7.188)
avec, pour ce qui concerne les interactions faibles, une préférence pour des amplitudes de type V' et
de type A. Cependant, une autre forme générique d'amplitude est possible, correspondant a I'échange
de b et d (ou, de fagon équivalente, de a et ¢) dans (7.183), conduisant a des amplitudes analogues

aux précédentes et que nous noterons S’, P, V', A" et T' (S’ = (ad) (¢b), etc). Se pose alors la
question de I'équivalence entre ces deux formes génériques et de la possibilité d'exprimer les unes, S,

34. E. Fermi, Zeits. f. Physik A, vol. 83 (1934), p. 161-177; E. C. G. Sudarshan, R. E. Marshak, “The Nature of
the Four Fermion Interaction”, Proceedings of the Padua-Venice Conference on Mesons and Recently Discovered
Particles, 1957 ; R. P. Feynman, M. Gell-Mann, Phys. Rev., vol. 109 (1958) p. 193-198.

35. Dans le cas de la désintégration d’une particule, le carré de ’amplitude de transition permet de calculer la
durée de vie moyenne de celle-ci.
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P, V', A’ et T, en fonction des autres, S, P, V, A et T. C'est dans ce contexte qu'intervient la
transformation de Fierz3% décrite ci-apres.

En fait, cette transformation s'obtient simplement en appliquant au projecteur d¢ les formules de
développement (7.41), (7.42). Ecrivons en effet

1
de=2{(cd) + €y d)ys + (7" d) v = (€115 d) 1u 75 +2(co™ d) o, } (7.189)
A partir de ce développement et compte tenu de formules établies plus haut, on obtient sans difficulté :

V5 dcys = i{ (€¢d) + (Tvsd)vs — (" d) v — @Y v d) Y vs +2(€o™ d) 0,0 }
7“d57u=:i{4ﬁﬂﬂ<—4®7%d%%-—2@7“d%mw+2®7“75d%m7%}
757“d07u75==i{4h¥0-—4®wsdr%-+2@v“d%wr—2@v“75drmv%}
20" dco,, = 1 {6(cd) +6(Cysd)vs —2(Co" v5d) o}

(7.190)

Puis, en calculant les éléments de matrice @ M b ou M est I'une des matrices dans (7.189) ou dans
(7.190), on déduit les relations

S =I(SLPIVLALT) =(@d) (@)

PP=-—{S+P-V—-A+T} =(avysd) (cvsb)

{

V' = - {45 —4P — 2V + 24} = (ay"d) (€7, b) (7.191)

—(@y" s d) (€y.v5b)

A= 7{45 - 4P+ 2V —24}
1 o
T = 1{65+6P—2T} =2(ac"d) (Coub)

qui constituent la transformation de Fierz. On peut les récrire sous forme matricielle

% S 11 1 1 1
P P 1 1 -1 -1 1
Vi |=F |V avec F==|4 -4 -2 2 0 (7.192)
A A 0y 24 2 —2 0
T T 6 6 0 0 -2

On constate ainsi que des amplitudes décrivant des interactions “vecteur-vecteur” ou “pseudovecteur-
pseudovecteur” pour une forme générique donnée, peuvent a priori conduire, aprés échange de b et
d, a des amplitudes décrivant des interactions “scalaire-scalaire”, “pseudoscalaire-pseudoscalaire” et
“tenseur-tenseur”. Toutefois, on remarque que la combinaison V — A garde la méme forme apres ledit
échange, puisque V' — A’ = — [V — A]. On est alors conduit a rechercher si d'autres combinaisons
sont globalement invariantes sous la transformation de Fierz, ce qui revient a rechercher des vecteurs
propres de la matrice F. Il est facile de montrer que F posséde deux valeurs propres : une valeur
propre double égale a +1 et une valeur propre triple égale a —1, que cette matrice est diagonalisable
avec les vecteurs propres suivants

e deux vecteurs propres correspondant a la valeur propre + 1

36. M. Fierz, Zeits. f. Physik 104 (1937) p. 553; voir aussi : J. F. Nieves, P. B. Pal, Am. J. Phys., 72 (2004)
1100-1108.
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<
V]
|
N OO ==

e trois vecteurs propres correspondant a la valeur propre —1

0 1 1
0 1 -1
V3 = 1 y Vg = 0 s Vs — —2
-1 0 -2
0 —6 0

et que I'on passe de la base standard a 5 dimensions a la base formée de ces cinq vecteurs via la
matrice

2 =2 1 1 0 e = [2’01 + 3ve +v4 + 2’05] /8
1 3 3 0 0 1 €9 = [—2’01 + 3vg + v4 — 2’05] /8
P=-10 0 4 -4 0 soit ez = [v1 +4vs —v5] /8
811 1 0 o -1 e = [v1 — dv3 — vs] /8
2 -2 -1 -1 0 es = [vg —v4] /8

On obtient ainsi
X=Se1+Pey+Ves+Aes+Tes =

éyl [Q(S—P)+V+A]+éy2 [3(S+P)+T]+

%yz), [V—A]+é [S+P+T]+ 2 [205—P)— (V+A)]

| =

On en conclut que les expressions
28—P)+V+A et 3(S+P)+T

ou toute combinaison linéaire de celles-ci sont invariantes par la transformation de Fierz, tandis que
les expressions

V-A S+P+T, 2(S-P)—(V+A)

ou toute combinaison linéaire de celles-ci changent simplement de signe par cette transformation,
comme on peut d'ailleurs le vérifier directement. On peut donc dire que la transformation de Fierz
laisse cing formes d'amplitudes globalement invariantes, deux strictement, trois avec un changement
de signe.

Les “courants” qui présentent le plus d'intérét dans la théorie des interactions faibles sont plutét de
la forme J, = @y, [1+€7s5] b avec € = +£1, qui présente une composante vectorielle et une autre
pseudovectorielle et qui conduit aux amplitudes de transition

Gy, [L+eys) bey" [L+eqs) d (7.193)

En posant b/ = [1+evs5] b, d = [1 +€5] d, celles-ci se récrivent en fait comme des amplitudes
de type V avec V' et d’ au lieu de b et d. Comme v5b' = el et v5sd = ed et que €2 = 1, les
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amplitudes de type A correspondantes se trouvent &tre les opposées des amplitudes V, et I'on a donc
ici V. — A =2V. On en déduit que I'échange de b et d dans I'amplitude (7.193) change simplement
le signe de celle-ci37 :

Gy, [L+eys]dey [14+evs)b=—avy, [L+eys] bey” [1+evs] d (7.194)

7.8 Expressions matricielles de certains produits tensoriels

de spineurs >

Au paragraphe 7.4.1, des projecteurs de spineurs ont été réexprimés au moyen de produit de matrices
de Dirac. Dans cette section, nous montrons comment on peut exprimer de facon similaire certains
produits tensoriels de spineurs. Pour ce faire, nous ferons appel aux formules suivantes. Les premiéres
sont tirées de celles du paragraphe 7.4.3 :

vt=c'v = (V'ie) = -4(Vic), ut=1(V'c)
V= t(U¢C)7 V= —t(UTc) (7.195)
wh=ve, wh=-v"
D’aprés (7.52), (7.53) et (7.88), la matrice
—v5C = —Cry; = Q. (7.196)
a pour vertu de transformer les matrices «y en leurs transposées :
Qe Ot ="y Q107 =5 =17 (7.197)
et est telle que

Q= —Qe, th ==, B =Q, Qo= (7'198)

c c

Des formules précédentes on déduit alors ces autres formules

—

Ut = —t(Uiﬂc) . Ut = t(UTQC) . ovh= t(V

soit encore Ul = — (Uch)a7 Ut = (UTQC) , VI = (Vch)a, Vi=— (VTQC)]

[e3%

37. L’échange de b’ et d’ étant équivalent a celui de b et d.

38. C. H. Llewellyn Smith, Ann. Phys. (N.Y.) 53 (1969) 327; V.L. Chernyak, A.R. Zhitnitsky, Phys. Rep. 112
(1984), 173-318; C. Carimalo, “On the spinor structure of the Proton wave function”, J.Math.Phys. 34, (1993),
4930-4963 ; LPC-92-24 App. B.; G. Eichmann, Dissertation, Université de Graz (2009), arXiv :0909.0703 [hep-ph].
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7.8.1 Produits tensoriels a 2 spineurs

Considérons tout d'abord les trois matrices

. _ _ 1

VO U = UV = 0T 55 = = [m ()] 7))

. _ _ 1

v=) =t Wi =-Ut VT =U' UT% = _ﬁ [m+v(p)] 7(6(_))
1 — — 1 —t ==l 1 e =
— | U"W 4+ U'W | =——=|U'V' -U'V | =—=|U'U —-U'T
V2 } \@[ } V2 { ”

1
=V = —[m+9()] () (7.200)

V2

1 . . . = .
ol e = :F—2(x + 4y). Il est facile de montrer qu'elles forment une représentation de El de spin
1. En effet, par transformation de Lorentz, chacune d’elle devient

LA (p)] = L(A) ®(A™p) L(A)™ (7.201)

ce qui implique notamment que |'action sur ces matrices du représentant de la composante de spin
suivant z est donnée par3°

S:[¥(p)] =[5:,¥(p)] (7.202)
Comme S, U, = o U, et que
W's, = —%WT, WS, = %Wi (7.203)
on trouve aisément que
S ()] = +¥H(p), S.[¥O@)] =0, S[¥(p)]=-v(p) (7.204)

Les trois matrices en question peuvent ainsi servir de base pour décrire un systeme particule-antiparticule
de spin 1. Quant a la matrice

% vttt = % [m+(p) |75 (7.205)

qui commute avec tous les opérateurs de spin Si(p), elle peut représenter un systéme particule-
antiparticule de spin 0.

De (7.116) et (7.199), on tire les formules suivantes“°.

(03

(1x Q)5 = ﬁ [(UTUT S Tag Vo v vivi) Q] | soi

Q== [UTUL-UrUT+ VTV VIVT] (7.206)
m

B

39. Notons ici que la définition des composantes de spin via 'opérateur de Pauli-Lubanski a pour vertu d’exclure
de cette définition toute partie “orbitale” d’un moment cinétique, conférant ainsi au spin une valeur “intrinseque”.
Ainsi, si 'on cherche & passer de (7.201) & (7.202) en considérant une transformation de Lorentz infinitésimale,
on ne doit pas tenir compte du terme impliquant les dérivées partielles de ¥ par rapport aux composantes de p,
terme dont ’apparition est usuellement attribuée & un moment cinétique “orbital”.

40. Pour la clarté des formules, nous ommettons le symbole ® des produits tensoriels.
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Puis, successivement,

1

Vvior—viut vt v otV

N | =

[’}/5 QC]Q/B =

1
[957(0) Qelop = 5 VI UL = VIUT —UTVE+ U VT (7.207)

8
[(m+9(p) Q.5 = [UTUY -UUT]

A partir des formules

U Ut =2p,, U7, U8 =0, T, v = £2mz,, T, VHT = Fmv2ed)
on déduit (¢, = p,/m)
2my, = 4, {UTT + UV T+ VIV 4 v T
- {UT VoV vt T vt Ui} + (7.208)
+V3 el {WUT A } —V2elD) {UTVi + VIOt }
2m (9 Qe ) = 4 (UTUH = UHUT = VIV VAVTY
—z, {(VTUr ViUt UtV - Ut VT}aﬂ + (7.209)

+V2eD (VU —utvhy - VeelD UtV vty

YUt =1, U — 2, VT + V2e(D vV (7.210)
1
(+) - _ Tyt vyttt
m{v(e )Qc}aﬂ \/i{U Vv VU}aB
m {’y(e(_)) Q. } =L v v (7.211)
af V2 op

Le développement (7.208) permet d'obtenir le commutateur :
m [V, w]=—{thz —2zu 2.} {UTVT _ vt vt + Viﬁi} +
—V2 {tu e,(f) —t, e/(f)} {Vi U - Ut VT} +
+V2 {tu el(,_) —t, e;(;)} {VTUi -yt Vi}
V3 {zuelD =z U T - vV 4 (7.212)
+v2 {Zu e([) -z eif)} {VT vt Ui} +

_ {6(+) o) _ o) eﬁ)} {UTUT LV T VTVT}

o v v

d'ou
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%[7,“ YUY = {tuz, —t,2,} VT — {eff)e,(j_) — e,(f)eﬁ_)} U+

V2 {t”e,(ﬁ') - tl,e/(f)} V-2 {zﬂel(fr) - z,,efj')} Ut (7.213)
et
[V, Y(P)] = 24 {UTVT UMW -V Vivi} +

2 VT - T - V2D (VT - 0T (7.214)

Toutes ces formules indiquent que, comme il se doit, les éléments d'une quelconque matrice 4 x 4,
peuvent étre exprimés au moyen des tenseurs-spineurs de rang deux : UU, UV, VU et VV.

7.8.2 Produits tensoriels A 3 spineurs*!

A partir des formules précédentes, il est facile d’établir les suivantes concernant des tenseurs-spineurs
de rang trois.

2m {9, Qe }op {00} = {(UTUY U UT - VIVE L VIV U]
—{viut —vtvt —utvi+vioty v+ (7.215)

+2{viut-utvty vy
(G D" et op (" U = {UVT 4 VIUT) Vit
1
- {UvrruVT e viot s vioTh vy (7.216)
{75 aﬁupy Qc}aﬁ {757# UT}(S = {‘/T‘/T + UTUT}aﬁ Uél'—‘r
1
S {Utv v Ut VIVl vV Ul (7.217)
{7 Qe os 10" Ut ={viut - UTVT}aﬁ Vit
1
o {UVE UV - VIor vty vy (7.218)
(1572) 0 {50wp” Ut} = {UTUT = VIVTY U+
1
+ VIV vVt —otor vty o (7.219)
—mA{Gu Qet oy {0 U = {UTUr + U+ VIVE 4 VIV U+

+H{Utvt UtV Vot vioty v+ (7.220)

—2{UTUt+ VIV Uy —2{VIUT+ UV SV

41. V. Bargmann, E.P. Wigner, Proc. Nat. Acad. Sc. (USA) 34, 211 (1948); W. Rarita, J. Schwinger, Phys.
Rev. 60, 61 (1941); M. D. Nykerk, “Quantizing spin 3/2 fields”, rapport NIKHEF-95-002 (Jan. 1995); I. Lovas,
K. Sailer, W. Greiner, “Generalized Rarita-Schwinger equations”, Heavy Ion Physics 8 (1998) 237-245.
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ou I'on a posé 5, = [y, Yv]/2. On peut ainsi exprimer a I'aide des tenseurs de rang trois construits
a partir des spineurs U et V' toute forme du type (M €2),5 (M'U)s ol M et M’ sont des matrices
de la base de Dirac (7.40). Il est évident que le nombre de telles formes étant limité a 64, elles ne
sont pas toutes indépendantes. On trouve par exemple la relation :

{95 G 0" Qe} o5 {157 U} 5 + {00 0 Qe o5 {170}

mo_ — v
= =5 {0 Qe 35 {0 U} (7.221)

Inversement, tout tenseur de rang trois peut étre exprimé au moyen de telles formes. Par exemple, le
tenseur compléetement symétrique

S= \%8 {(VIV+vivh ot + UV + Vot vi4
+ (VIUT+utvh v —eutvivt —oviutvt —avtvips} (7.222)

et le tenseur complétement antisymétrique

A= % {Wvt=viuh) vt — (vive—vivh U+
+ Vot —utvh vty (7.223)
s'expriment aussi comme
2
S = ﬁ {(6uu py Qc)aﬁ (’Y’LUT)(; + (’7“ Qc ’Y5)a6 (75 5';111 pUUT)(;} (7'224)
A= T 000 o (0U) 5 = () U + (1590 05 (1507 (7.225)
\/6 T e )ag T 5 clap Vs V53ke)op \ V5 5 .

7.9 Matrice densité de spin

En Mécanique quantique, lorsque I'état dynamique d’'un systeme est incomplétement connu, on le
représente par un mélange statistique de vecteurs d'états ou, de facon équivalente, au moyen de
'opérateur densité*2.

Les états a priori possibles d'un systéme quantique sont usuellement représentés par des vecteurs d’état
| oo > formant une base orthonormée d'un espace de Hilbert, caractéristique du systéme. Supposons
que la présence méme de |'état | p, > dans I'état dynamique du systéme ne soit connue qu’avec une
certaine probabilité a priori, égale a p,. Par exemple, si ledit état correspond a une valeur donnée FE,
de I'énergie du systeme et que ce dernier est en contact avec un thermostat de température T, on
sait que la probabilité a priori d'occupation de cet état par le systéme est proportionnelle au facteur
exp|—E,/(kpT)], kp étant la constante de Boltzman. L'état dynamique du systéme sera alors décrit
par |'opérateur densité

p=Zpa|g0a >< pql, avec p, >0 et Zpazl donc Trp=1 (7.226)

a a

Adaptons ce formalisme dans le cas des états de spin d’une particule massive de spin 1/2, représentés
par leurs spineurs, en représentation standard. Notons p' et p* les probabilités a priori des spineurs
U" et U'. La matrice densité de spin sera définie comme

42. Voir, par exemple, A, Messiah, loc.cit. Tome 1, p280.
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1 _ —
= 5m [pTUTUleUiUi], avec pl >0, p* >0 et pl+pr=1 (7.227)

ou le facteur 1/(2m) tient compte de la normalisation (7.107) des spineurs, de sorte que Trp = 1. Les
spineurs U ci-dessus, associés a une valeur donnée p de la 4-impulsion de la particule, sont vecteurs
propres de la composante de spin S, (p) selon le 4-vecteur z d'une tétrade [p], Eq. (7.124). On prendra

donc garde au fait que la forme de la matrice densité (7.227) dépend du choix de la tétrade [p]*3.
En utilisant les expressions (7.130) des projecteurs, on voit que la matrice densité s'écrit

p= ﬁ [14+957(6)] [m+(p)] avec &= (p' —p*) 2 (7.228)

Le 4-vecteur &, orthogonal a p, est appelé polarisation de /'état de mélange décrit par cette matrice
densité. Sa norme ¢2 = —(p' — pt)? = —s? définit le degré de polarisation s dudit état. Cette
grandeur s est < 1. Un état pur, complétement polarisé, correspond soit & pI = 1, soit a p* = 1 et
dans les deux cas & s = 1. Un état non polarisé correspond a pT = p* = 1/2, soit s = 0, £ = 0, et
p= P [m + ~y(p)]. Si les spineurs U servent a décrire les états de spin d'une particule, les spineurs

V' peuvent étre utilisés pour décrire les états de spin de son anti-particule. Pour celle-ci, la matrice
densité de spin prend donc la forme

p= 3= [1-2%70)] [%(p) ~m] (7.220)

La valeur moyenne dans |'état de mélange d'une grandeur quelconque X étant donnée par la trace
<X >=Tr(Xp) (7.230)

nous donnons ci-apres les “valeurs moyennes” des matrices de la base de Dirac, hormis celle, triviale,
de l'identité. Elles sont aisément déduites a partir des formules établies dans le paragraphe 7.5.1.

<7 >= 0, car UysU =0
< Y > = pu/m, car Uv,U=2p,
_ (7.231)
< Yuvs > = &, catr Ugv, Vo =4moz,
<o >—Le o gh car Uy0,, Uy, =20¢ o B
pv = o uvaf P ’ ocOuv Yo = uvaf P
On en déduit aussi
1 : Lo+
<W,¢>:§§u, puis < S, >= i(p —p¥) (7.232)
1/2

43. Montrer que Us([p]') =D, (R) Uy/([p]), ot R = [p]~! [p]’ et en déduire la forme de la matrice densité
dans la base de ces nouveaux spineurs.
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7.10 Complément : sur quelques propriétés des algebres de
Dirac

Résumons ici les propriétés des matrices v que I'on peut déduire indépendamment de leur représentation.
La relation fondamentale

Tu Yo TV Vo =29

leur confére les propriétés suivantes.

e Les matrices v sont inversibles car (v9)? = 1, (w)? = —1 (k = 1,2,3). La matrice 75 =
—iv07y1 Y2 V3 a pour carré l'identité : 72 = 1.

e Les matrices d'indices de Lorentz différents anticommutent, ce qui entraine
Tryov =0, Tryv =0 si k#L Trywrrzy=:iTry =0

Puis, observant que 5 anticommute avec toutes les matrices -, on déduit que la trace d'un produit
d'un nombre impair de matrices +y est nulle (voir (7.3.1)). En particulier,

Tr’Yu:Oa Tr'Y;L’YV'Yp:O

ou, dans la derniére relation, au moins deux des matrices ont des indices de Lorentz différents.

Comme il a été fait dans la section 7.2, on peut alors construire, a |'aide de produits de matrices 7,
16 matrices {E,} (o =1,---16) constituant une base de I'espace des matrices 4 X 4 et telles que

Tr Eq Eg =043, E1=1/2, Tr E, =0 pour a>2

L'ensemble des matrices E, forme une algebre : ['algébre de Dirac.

& Toute matrice F, étant, a un facteur pres (réel ou complexe), un produit 7, ...7,, ou tous les
indices de Lorentz sont différents, son carré est nécessairement proportionnel a I'identité, puisque
v = £1. Ecrivant E2 = a,, on obtient Tr E2 = 4a, = 1. Par conséquent

1
E2 = 7 pow tout « (7.233)

Tout produit E,, --- E,, peut étre développé de facon unique selon cette base, en particulier le
produit £, Eg :

!
EoEs = Capy By = Cap1 B1 + Capa Ea + Caps Eg + Y Caps Es (7.234)

ol 8

!
ou dans la somme Z les indices & sont différents a la fois de o, de S etde 1. Poura =3 =1, le

5
premier membre de (7.234) vaut 1/4. Le second membre ne doit alors contenir que le terme C111 E1.

On a donc Cy11 = 1/2 et Cy14 = 0 pour a > 2. Si a = 3 > 2, le premier membre de (7.234) vaut
encore 1/4 et ici aussi, le second membre ne peut contenir que le terme en Ep, donc Cpa1 = 1/2 et
Caas = 0 pour a > 2, § # « et § > 2. Supposons ensuite o # 3, avec ces deux indices > 2. On a
maintenant Tr E, Eg = 2C,1 = 0. Puis

1 1
TI'EQE[}E :ZTrEﬁ:O:Caﬁaa TFEQEQEQZZTIEQZOZCaﬁﬁ
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Le développement (7.234) se réduit donc a la derniére somme :
/
E,Eg= Z Cops Es (7.235)
s

Or, en multipliant a droite par Eg les deux membres de cette relation, on obtient cette autre

1 /
1B = > Caps Es Eg (7.236)

0

Invoquant I'unicité de ce nouveau développement, on en déduit que chaque produit Es Eg doit
nécessairement reproduire E,. On écrira donc

Es E[f = béﬁa E., soit Es=4 b‘wo‘ Lo Eﬁ

I”= En fait, il n'existe qu'une seule matrice Ejs vérifiant cette relation. En effet, toujours d'apres
I'unicité des développements, si

E,Es = EsJK = Eg /K’

alors, nécessairement, Es = Es/, K = K’. Il n'existe donc qu'un et un seul triplet (E,, Eg, Eﬂ/), avec
des indices tous différents > 2, tel que

Ea Eﬁ = Cag.y EW avec CoéﬁV =Tr Ea Eﬁ EW (7.237)

Comme la trace est insensible aux permutations circulaires des matrices, on a
Capy = Cgya = Cyap

& Du fait de I'anticommutation des matrices - avec des indices différents, deux matrices F, et Eg,
faites de produits de matrices vy, sont soit commutantes, soit anticommutantes : Fg £, = = E, Fg.
Comme

. T, . 1. . . i
on en déduit sz = :I:Z. Ainsi : Copy = :|:§ si les matrices commutent, tandis que Cyg, = :|:§ si

les matrices anticommutent.

I'= Cherchons, pour une matrice E, donnée avec o > 2, le nombre D des matrices avec lesquelles
elle commute, en excluant la matrice E,, elleeméme et E; = 1/2. Les matrices E,, étant traitées de
maniére symétrique, il est clair que ce nombre est le méme pour tout o > 2. D’aprés (7.237), il est
aussi évident que si E, commute avec Fg (8 # «), cette matrice commute aussi avec E, (v # «
et v # ). Par conséquent, D est pair et d = D/2 est égal, pour « donné, au nombre de triplets
(Ea, E3, E,) comportant des matrices commutantes et dans lesquels E,, apparait. Le nombre de tels
triplets pour I'ensemble de la base, en excluant l'identité, est 15d. Cependant, le triplet (E,, E3, E,)
se trouvant sous les deux autres formes équivalentes (Eg, E,, E,) (pour Eg) et (E,, E,, Eg) (pour
E.), seuls 15d/3 = 5d tels triplets sont indépendants.

Le raisonnement précédent vaut aussi pour I'anticommutation : si N est le nombre de matrices avec
lesquelles E,, anticommute, n = N/2 est le nombre de triplets (E,, E¢, E¢) comportant des matrices
anticommutantes et dans lesquels E,, apparait. On doit avoir 2D + 2N = 14 (ce nombre exclut E,
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et Fy), soit d+n = 7. Au regard des matrices (7.40), on constate par exemple que 75 commute
uniquement avec les 6 matrices indépendantes o,,,. On trouve ainsi d = 3 et n = 4.

Le lecteur pourra vérifier toutes les propriétés de multiplication des matrices F, énoncées plus haut
en examinant le tableau se trouvant a la fin de cette section et qui donne tous les produits E, (2 Eg),
les indices « et 3 étant respectivement celui des lignes et celui des colonnes.

& Adoptons la notation | a > pour représenter les (quatre) vecteurs d'une base de C#, dont I'orthogo-
nalité et la normalisation se font selon le produit scalaire hermitien usuel : < b|a >= §45. Considérons
les projecteurs My, = |a >< b| et M.q = |¢ >< d|. Développons-les sur la base des E, :

Moy, =Y M Eo, Mg = ZMfd Es, avec
o B
& =Tr My By =<b|Ey|la>=[E,)., M’ =TrMgEs;=<d|Es|c>=[E?

Multiplions ces deux projecteurs. Il vient

Moy Meg =00 |a ><d| =Y Y [EJ} [Esld Ea Es (7.238)
a B

En prenant la trace de ce produit, on obtient

040t = [Bals [Ea]! (7.239)

[0}

Multiplions ensuite les deux membres de (7.239) par [Eg]¢ et sommons sur les deux indices b et c.
On obtient alors

8¢ TvEg =Y [Bo Eg B!

[e%

Si B # 1, le premier membre est nul. Si 3 =1, il vaut 262. D'ou

20500 = [Eq Ep Eolf (7.240)

[e3

Puis, pour une matrice 4 x 4 M quelconque :

Z E,ME,=Trt M (7.241)

Envisageons ensuite la trace de I'opérateur X = E, Mgy Ey Mcq. On a

X =" Es Eg|Es], B, [Es]? Es, TrX = [Ea]} B!
3 5

D’ou

[Eald [EyE =" Y Caps [Eslh [Es]! avec Cagys = Tr Eq Es E, E; (7.242)
B8 &
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La formule (7.242) définit la transformation de Fierz la plus générale.

Notons que si I'on utilise le développement (7.234),

EoEgEyEs =Y CapyEyChs¢ B¢ =Y  EqoCpyy By Es,  on obtient
UBS n

Cagrs = D Capn Cyon =Y Cpn Csan = Cprsa = Cysap = Coapy (7.243)
n n

Certains des coefficients C,,5 ont des propriétés simples :

1
Coapy = Capya = Cpaay = Cpraa = 1 Oy = Z Csna Cyan (7.244)
n

1
Copay = Cparya = :':Z O~

ol, dans les dernieres relations, on a le signe + ou le signe — selon que la matrice £, commute ou
anticommute avec Fg ou E,.

& La relation (7.241) permet également d'établir que

> E,EaEsEy =00, Y EyEoEgE Ey=Cagy, Y EyEqEgE,EsEy=Cagys
n n n

& A l'aide de (7.239), il est possible d'établir une sorte de relation de fermeture concernant les matrices
E,,. Ecrivons en effet

Z [Eoz]g [Eoc]::i = Z [tEa]Z [Ea]g = Z [Eoz]g [tEoz}Sl = 55 52

[0 (0% (03

et sommons soit sur les indices a et ¢, soit sur les indices b et d. Il vient

Y BaEJi =065 > [Ea'Ellg =065, soit

E 7.245
> 'BaBo=) Eo'Eq=1 (7:245)
« «
En utilisant encore (7.239), on montre que, pour toute matrice M 4 x 4,
> 'E«MEq=Y EoM'E,="'M (7.246)

& A ce stade, il est facile de donner une démonstration du théoréme d’équivalence entre les diverses
représentations des matrices de Dirac.

Supposons que |'on ait construit une base de matrices {E/,} possédant les mémes propriétés que les
matrices F,,.

Introduisons alors les matrices

Q=Y E,ME, Q=) E,ME, (7.247)
n n
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ou My et My sont deux matrices 4 x 4, a priori quelconques. On a

E' Q, = Z Cany E, M E, Z E! M, Cyon By = Z E\, M\ E,E, = Q1 E, (7.248)

n,7Y vy
De méme,
Q2 B}, = Eqa Q2 (7.249)

Montrons qu'il existe au moins une matrice M; donnant une matrice ()1 non nulle. En effet, en
prenant M; = |e >< f|, on obtient

[Qile =<bl@ila>= ) [E] [E)]]

n

et cette somme ne peut étre nulle car sinon cela contredirait I'indépendance des matrices E,, (ou E7).
On peut donc toujours trouver des matrices M; et My donnant des matrices Q1 et Q2 non nulles.
D’un autre coté, on a

QIQZ—ZQIE Mz E ZE Q1 Mz Ej = Tr Q1 Mo
=ZE,’7M1E77Q2zzE;MleEi,zTYMle
n n

Prenons My = My = |e >< f|. Il vient

Tr Q1 Ma = [Q1]] = [Q2)] = Z F+£0

n

Par conséquent, Q1 et Q2 sont inversibles. D'aprés (7.248), il en résulte qu'il existe au moins une
matrice inversible @)1 telle que

' =Q1E, Q7! (7.250)

S'il existe une autre matrice N permettant de passer de la base {E,} a la méme base {E’} :
E/,=NE,N~! ona

EsNT'Qi=N"'QE

ce qui montre que la matrice Z7 = N~1Q; commute avec toutes les matrices F,. De la relation
(7.241) on tire alors

ZEQZEa:ZZ E,E,=4Z=TtZ

ce qui signifie que la matrice Z est proportionnelle 3 I'identité 4. Il en résulte que les deux matrices
N et @1 ne peuvent différer que par un facteur. C'est bien ce type de relation qui est observé entre

Q1 et Q3"

44. Cette derniere conclusion est en fait une conséquence directe du théoréme de Schur : 1. Schur, “Neue
Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere”, Sitzungsber. Preuss. Akad., 1905, p. 406 ; voir aussi : H. Bacry,
loc. cit. p59.
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[ [[2E: || 2B, || 2By || 2By || 255 | 2E || 2B7 | 2Es |

E, || Er Es Es Ey Es Es E; Eg
Ey | By || iE12 || —iE14 By 1B 1Fy Eie —Fi3
Es || BE5 || iE1s || 1B || —iFEs E, tF1 | —F1a FE1o
Es FEs 1E7 —ilg —i1Fgy || —1Fq9 Ey —1Fy 1E3
E7 || B7 || —iEs | —FE15 | —Fi6 | —Fua || iEo Er 1F11
Es | Es | —E15 | iEs —E13 Ey || —iE3 || —iEn E,
Eq || By || —FE16 || Fi3 1Fg —FE1 || —iEy || 1B || —1F1y
Ey || E1o || —E14 | —E12 Eqn 1Eg —iFB5 || —iE13 || iE6
Evo || E12 || —iEy | —FE1o 1F Eg Ei6 iy Es
Evy || Eria || —E10 || iE4 —iE3 || —Er E3 —Ej5 1Ey
Eis || Bis5 || FEg —FEy 1 Ey —ily | Eu —FE3 —Es
E || E16 | —Eo | —iEs | —E7 1E3 Eqo —FEy || —iEy

Ky Eyg Lo Ly Eis L3 Ey4 L5 Eie
Ey || —Eis | —Fua iF3 1By iP5 —F || —FEs —Fy
E3 E13 —E12 —ZE2 —Elo Eg —7E4 —E7 ZE5
E4 —ZE() E11 E10 —iEQ —Eg ZE3 —ZE5 —E7
E5 —E11 —ZE6 —Eg Eg —ZEQ —E7 ZE4 —ZE3
Eg 1By iEs Eis Eie Eyy Eq3 Eq Eqs
E7 iElg iElg —ZEg —iEg —iElo —E5 —E3 —E4
Eg iE14 —iElg ZE7 E5 —E4 —ZEQ _E2 ZEl()
Eg El iE15 7E5 ZE7 E3 ZES 7ZE10 7E2
ElO —2E15 E1 E4 —E3 ’LE7 —E2 ZEg —ZES
E1 | —Es Ey By 1By || —iEe || —iE12 Eg 1F3
F1o —iFy —FE3 —iF1y Er iF15 1B —iF3 FEg
E13 Es —iE7 || 1B || —iE1s Ey Eg 1By || —tE1
Fqy —iFyg —Fy 1Fqo —iF Eg FEr 1Fq6 —iF5
Ei5 || iEw || —t1Ey Es iE13 || —iE2 || —iEe Ey 1B
FEig | —FEo 1By || —ik13 Es 1F1 tE1s5 || —iF1g B

- Table de multiplication des matrices F,, -

Christian Carimalo 352 Théorie Lagrangienne



